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Unser Programm @

Mengen und Zahlen

Natiirliche, reelle und komplexe Zahlen EE'":”"B'”’:“
Fakultdt, Binomialkoeffizienten und Kombinatorik Mengen
Verkniipfungen
q Natiirliche
2  Wourzeln, Potenzen und Logarithmen Zahlen
Rechenregeln und Losen von Gleichungen Indution ™
Potenzgesetze
. Abzéhlen
3 Elementare Funktionen Binomischer
Polynome, Exponentialfunktion, trigonometrische Funktionen gationale
Zahlen

Bruchrechnung
Dezimalzahlen

4 Differentialrechnung
Reelle Zahlen

Grenzwerte, Ableitung, Integration ————
Betrige
Komplexe
5 Vektorrechnung Zahlen
o . Definition und
Geraden, Ebenen, analytische Geometrie et
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Willkommen ! @

Dozent: Dr. Jorg Harterich
Gebiaude NA 4/30

joerg.haerterich@rub.de
Sprechstunde: Nach der Vorlesung
Vorlesung: taglich, 11.15-13 Uhr (mit Pause), HZO 10

Ubungsgruppen: Immer mittwochs und freitags
von 9-11 Uhr, bzw. von 14-16 Uhr
in “kleinen” Gruppen
bei erfahrenen Studierenden
Wichtig !

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen
Natiirliche

Zahlen

Vollstandige
Induktion

Potenzgesetze
Abzéhlen
Binomischer
atz
Rationale
Zahlen
Bruchrechnung
Dezimalzahlen
Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln
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Fragestellungen M

Mathematik fiihrt uns durch Fragen

o Ist die GroBpackung Miisli wirklich billiger?

@ Welcher Handytarif ist fiir meine Angewohnheiten am
glinstigsten?

o Wie viel sind 80° Fahrenheit?

oft auf Gleichungen oder

@ Welche Veranstaltungen in welchem Semester belegen?

@ In welcher Reihenfolge hole ich drei Freunde ab?

o Wieviel Geld muss Schalke ausgeben, um endlich Meister zu
werden?

auf Optimierungsprobleme.

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen

Natiirliche
Zahlen

Vollstindige
Induktion

Potenzgesetze
Abzihlen
Binomischer
atz
Rationale
Zahlen
Bruchrechnung
Dezimalzahlen
Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln
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Losungen und Strategien & Die ABC-Diat &

Aufgabe: Stelle eine passende Didt zusammen!

Einfiihrung Einfiihrung
Hier geht es darum Erste Beispicle Der Nahrwert (je 100 Gramm): Erste Beispele
PR Aal | Banane [ Champignons
° RBeChel:‘ e't]'gke'tte)',‘ 2u PbE” b T Kalorien || 300 | 100 25 T
(Bruchrechnen, binomische Formeln, Potenzgesetze,...) zva;llset;ndige Protein 16 5 3 Z;:]I:t;ndige
@ Standard-Lésungsmethoden zu wiederholen Eeni Kohlehydrate || 1 21 2 e
(quadratische Gleichungen, Extremwertaufgaben,...) Abeshien Ziel: 1200 Kalorien, 60g Protein und 90g Kohlenhydrate je Tag A"
o Probleml6sestrategien kennenzulernen :::onale 1. Lésungsansatz: Trial and Error RS::onale
(Fallunterscheidung, Vollstandige Induktion,...) zaten Relle i crsien Tas 200 @ Aall wnd 500 @ Brisnen zaer
o iiber mathematische Modellierung zu diskutieren Dezimalzahlen Kalorien: 2 - 300 + 5 - 100 = 1100 Dezimalzatlen
° ... flecle santen Noch 100 Kalorien fiir die Pilze ~ kaufe 400g Champignons flecle santen
Betrige R o H Betrige
@ und vielleicht hier und da noch etwas Neues kennenzulernen. Kom:lexe Proteine: 54 g ~> zu wenig Kom:m
Zahlen Kohlenhydrate: 115 g ~ zu viel Zahlen
Rechentegein. Korrekturmoglichkeiten ? Rechentegein.
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Die ABC-Diat @ Warm up 2: Fussball-WM @

Der Néhrwert (je 100 Gramm): Warum spielen in einer Fussballmannschaft gerade 11 Spieler?

Einfiihrung Einfiihrung
Aal | Banane | Champignons Erste Belspicle (sieche M. Ludwig: Mathematik + Sport, Vieweg-Teubner Verlag) Fesesesie
Kalorien 300 100 25 Mengen . Mengen
PrOteIn 16 2 3 Verkniipfungen Elnfaches Mode” Verkniipfungen
Natiirliche ) Natiirliche
Kohlehydrate 1 21 5 Zvawetndg @ Spieler brauchen Platz zum Laufen Zvaf‘w‘letndg
Induktion 2 a =) o Induktion
Ziel: 1200 Kalorien, 60 g Protein und 90 g Kohlenhydrate tiglich  Foerssese o wenig Ballkontakte pro Minute ~ langweiliges Spiel
Abzahlen @ zu viele Ballkontakte pro Minute ~» uniibersichtliches Spiel ~ Azhten

Binomischer
atz

Binomischer
atz

2. Losungsansatz (fiir Perfektionisten): Gleichung aufstellen

Wenn wir x g Aal, y g Bananen und z g Champignons kaufen, L Erfahrungswerte e

dann entspricht das i @ 20 Ballkontakte pro Minute: attraktives Spiel Dematzanon
]_ 2 Ka|0r'en eelle Zahlen . . eelle Zahlen
300x + 100y +- 252 Kalori Reelle Zanle o durchschnittlich 3 Sekunden pro Ballkontakt Reelle Zanle
16x + 2y + 3z g Protein und b e b
X + 21_y + 22 g K0h|enhydraten. Komplexe C LangeSChWIndlgkelt 5? Komplexe
5 o o o0 Zahlen - . - Zahlen
Man muss dann ein lineares Gleichungssystem lésen. Definition und o Gegenspieler legt in 3 Sekunden 3s - 577 = 15 m zuriick Bt o

Rechenregeln Rechenregeln

WEMIS BV QLTI ITERANNON Ruhr-Universitdt Bochum . Jorg Harterich WEMIS BV QLTI ITERANNON Ruhr-Universitdt Bochum Dr. Jorg Harterich




S Einfiih a a Einfiih
Flachenansatz e Wenn Mathematiker Objekte zusammenfassen ~» e B

@ Spieler legen in 3 Sekunden 3s - 5% = 15 m zuriick M Mengen
. . . . . Verkniipfungen Verkniipfungen
o Jeder Spieler deckt einen Kreis mit Radius r = 15 Meter ab .. Cantor (1885): Natiliche
- g g Zahlen B c o . . Zahlen
@ Welche Flache hat dieser Kreis? T »Eine Menge ist eine wohldefinierte Zusammenfassung Volstindige
Induktion ) ) ) “ Induktion
Potenzgesetze verschiedener Objekte zu einem Ganzen. Potenzgesetze
rgeonis Abzshlen Abzshlen
Binomischer Binomischer
= : U W, 2 2 atz ] ] ] S
o Flache dieses Kreises: A= 7rc =7 -225m= =~ 707m N Die Objekte heiBen Elemente der Menge. N
o SpielfeldgroBe circa 70 m x 100 m = 7000 m? Zeblen _ _ _ Zalen
) ) _ erran ~verschiedene" Objekte: kein Element kommt mehrfach vor e
Um die 7000 m= abzudecken, bendtigt man etwa Relle Zah! Relle Zah!
eelle Zahlen . . . eelle Zahlen
Eigenschaften Schreibweise: GroBbuchstaben A, B, C,... fiir Mengen Eigenschaften
a Betrige Betrige
7000/707 ~ 10 Feldspieler. o _ _ o
o Ist a in der Menge A enthalten, schreibe a € A, sonst a ¢ A. o
Geogebra-Applet Refinkion und Rt
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Beispiele fiir Mengen @ Schreibweise M
. Einfiihrung A i i Einfiihrung
@ Die Menge der Worter in der WAZ Me"ge" = . . Mengen =
. . o _ Verkatpring o Durch Aufzdhlung ihrer Elemente: Jernitins
@ die Menge der Requisiten im Schauspielhaus Datirliche Datirliche
© die Menge N = {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen Velsndigs S = {rot, blau, griin}, T ={1,4,9,16,25} Velsndigs
Potenzgesetze Potenzgesetze
@ die Menge Ny = {07 1,2,3,.. } Abzzhlen Abzshlen
5 o Binomischer . 3 5 Binomischer
@ die Menge P ={2,3,5,7,11,...} der Primzahlen, d.h. der Satz @ Durch eine gemeinsame Eigenschaft aller Elemente: Satz
Zahlen, die genau zwei Teiler besitzen. Rationale Rationale
@ die Menge aller Rechtecke in der Ebene i U= {n€N; n ist ungerade} Dematzanon
Reelle Zahlen Reelle Zahlen

ist die Menge aller natiirlichen Zahlen n fiir die die Aussage  Egenchotien
o " o . Betrage
. N ist ungerade" eine wahre Aussage ist. e

Eigenschaften
Betrige

Die Menge, die iiberhaupt kein Element enthalt, heiBt leere

Komplexe

Komplexe
Zahlen

Menge, geschrieben {} oder (). Zahlen
Definition und
Rechenregeln

Definition und
Rechenregeln
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Aussagen &

Einfiihrung
Eine ist ein sinnvolles sprachliches Gebilde, das Erste Beispiele
0 Mengen
ISt Verkniipfungen
. . Natiirliche
Beispiele: Zahlen
- - - - B - Vollstandige
@ , Japan ist ein Land in Asien" ist eine wahre Aussage. I
otenzgesetze
o ,, Zwei mal drei macht vier, widde widde witt und drei Abzihlen
Binomischer

‘

macht neune." ist eine falsche Aussage.

atz

Rationale

o , menschlich - weltoffen - leistungsstark" ist (mathematisch)  Zahien

keine Aussage (wahr?? falsch??)

o , Die Zahl 22 + 1 ist eine Primzahl" ist eine Aussage, aber

Bruchrechnung
Dezimalzahlen

Reelle Zahlen
Eigenschaften

im Moment weiBB niemand, ob sie wahr oder falsch ist. Betrige

WY EX S B A Ol Ruhr-Universitat Bochum

Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln
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Beispiel: Teilbarkeit @

Betrachte

Einfiihrung

Mengen

M = {neN; n ist teilbar durch 2} und Erste Belspile
N

= {neN; n ist teilbar durch 3}.

Verkniipfungen

Natiirliche
Zahlen

Die Vereinigung M U N enthilt alle natiirlichen Zahlen n, fiir die  vosndiee

Induktion
Potenzgesetze

., n ist teilbar durch 2" oder , n ist teilbar durch 3" wahr ist Abzihlen

MUN = {2,3,4,6,8,9,10,12,14,15, ..

Der Durchschnitt M N N enthalt alle natirlichen Zahlen n, fir

die

Binomischer
atz

} Rationale
Zahlen
Bruchrechnung
Dezimalzahlen
Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe

. N ist teilbar durch 2" und ,, n ist teilbar durch 3 wahr ist. o

MNN=1{6,12,18,...} = {n e N; n ist teilbar durch 6}
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Definition und
Rechenregeln

Dr. Jorg Harterich

Konstruktion von Mengen &

Aus zwei Mengen A und B lassen sich weitere Mengen
konstruieren:

o Die Vereinigung A U B enthilt alle Elemente, die in A
in B enthalten sind

@ Der Durchschnitt AN B enthalt alle Elemente, die in A
in B enthalten sind

o Die Differenz A\ B enthilt alle Elemente, die in A,
in B enthalten sind

W

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen

Natiirliche
Zahlen

Vollstandige
Induktion

Potenzgesetze

Abzéhlen

Binomischer
atz

Rationale
Zahlen
Bruchrechnung
Dezimalzahlen
Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln
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Teilmengen M

Seien A und B zwei Mengen.

Dann heiBt A von B, geschrieben , falls jedes
Element von A auch in B enthalten ist.
Die Aussage ist dann wahr.

Gleichheit von Mengen

Definition: Zwei Mengen M und N sind gleich, wenn sie die
gleichen Elemente enthalten.

Nachweis von Gleichheit

Statt elementweise nachpriifen:

M=N <= MCN und NC M.

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen

Natiirliche
Zahlen

Vollstindige
Induktion

Potenzgesetze
Abzihlen
Binomischer
atz
Rationale
Zahlen
Bruchrechnung
Dezimalzahlen
Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln

WEMIS BV QLTI ITERANNON Ruhr-Universitat Bochum Dr. Jorg Harterich



Einfache Rechenregeln fiir Mengen E Beispiel: Distributivgesetz @

Aus der Definition ist klar, dass fiir zwei Mengen A und B gilt: Einfiihrung Seien A, B und C drei Mengen. Wir wollen zeigen, dass die Einfiihrung
Erste Beispiele Gleichheit Erste Beispiele
e AUB=BUA e (ANB)UC=(AUC)N(BUC) MO
e AN B = BN A (Kommutativgesetze) Natiirliche _ L Natiirliche
Zahlen immer richtig ist. Zahlen
S AU E = AUEYC) e e
e (ANB)N C =AnN(Bn C) (Assoziativgesetze) :b;hfent 1. Schritt: (ANB)U C C (AUC)N(BUC) APb;ahlgent
Binomischer Falls x € (AN B) U C, dann gibt es zwei Moglichkeiten: Binomischer
. ?a:}ilonale @ xc ANB, das heiBt x € Aund x € B Ea;ilonale
AuBerdem: Baehnhg Dann ist x € AU C und x € BU C (groBere Menge), Baehnhg
De Morgansche Regeln (siehe Ubungen!) Iseellr:‘Za:len o also E_UCh in (AUC)N(BUC). IfeeII:‘Za:len
Eigenschaften (= Eigenschaften
o C\(ANB)=(C\A)U(C\B xE =
\ )= (CANAU(C\B) Komplexe Dann ist x € AU C und x € BU C (groBere Menge), Komplere

Definition und
Rechenregeln Rechenregeln

Definition und
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Beispiel: Distributivgesetz @ Nattiirliche Zahlen M

Se|<'an A,.B und C drei Mengen. Wir wollen zeigen, dass die EElniul:Brunpg‘ Niitzliche Eigenschaft EE-ntuthmpgI

Gleichheit
Mengen @ Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl Mengen
(A m B) U C - (A U C) ﬂ (B U C) Verkﬁﬁpfungen X g X X Verkﬁﬁpfungen
— o jede natiirliche Zahl hat genau einen Nachfolger Natiirliche
immer richtig ist. Zahlen Zahlen
Vollstindige Vollstandige
Induktion E Induktion
2. Schritt: (AU C) N (BU C) C (AN B)U C
AI.Jzéithen Py 1 = 12 Al?zéih!en
Ist ein Element x € (AU C)N (B U C), dann ist Binomischer , Binomischer
Falls x € C ist, dann auch in der groBeren Menge (AN B) ucC Rationale °o1+3=2 Rationale
und wir sind fertig. o 0 14+3+5=3 i
Falls x ¢ C, aber x € AU C, dann muss x € A sein. Dezimalzahen _ 2 Dezimalzahlen
AuBerdfm muss x auch Element von B sein, denn x € BU C Reele Zetlen o lt3+oHi=4 Reele Zetlen
y . Eigenschaften 2 Eigenschaften
. . N S, e Vermutung: 1 +3+5+7+... 2n—1)=n e
Dann liegt x € AN B, also auch in der groBeren Menge KB gl 5 12788 T oo ) KB gl
ANB)UC. Zahlen ) Zahlen
( ) Definition und Problem: Fiir alle n nachrechnen dauert zu lang! Defiiion und
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Vollstandige Induktion & Die Summe ungerader Zahlen &

. — Zeige 1 + 3 +. (2n — 1) = n? mit Vollstindiger Induktion
et 1. Schritt: Induktionsanfang bei n =1 SeEE L
Mengen

. . - - . . Mengen
Formel stimmt fiir ein n (zum Beispiel fiir n = 26) Verkniipfungen 1 = 12 (das hatten wir ja schon nachgerechnet) Verkniipfungen
= die Formel stimmt auch fiir n + 1 (also fiir n = 27). Natiiliche Natirliche
ahlen Zahlen
ko 2. Schritt: Induktionsschritt von n nach n+1 Vellstandige
Potenzgesetze Potenzgesetze
Argumentation: e Wenn 1 +3+5+7+...4+ (2n—1) = n?, dann ist Absihlen
o .. ) ) ) .. Binomischer Binomischer
Weil sie fiir n = 1 stimmt, stimmt sie auch fiir n = 2. Satz 1434 L2 1)+ (20 + 1) atz
o o . . . . ; e n— n = ’
Weil sie fiir n = 2 stimmt, stimmt sie auch fiir n = 3. Rationale ) ) Rationale
Weil sie fiir n = 3 stimmt, stimmt sie auch fiir n = 4. Bruchrechrung (1+3+...+(2n—-1))+@2n+1) = n"+2n+1=(n+1)". Bruchrechnung
. TV
Undsoweiterundsofort... Reelle Zahlen —n? Reelle Zahlen
Eigenschaften Eigenschaften
KBtgl Die Formel stimmt also auch fiir n + 1. :tgl
o omplexe omplexe
Die Formel stimmt fiir alle natiirlichen Zahlen n. Rechentegein. _ _ . o Rethanegein
Die Formel stimmt fiir alle natiirlichen Zahlen n.
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Vollstandige Induktion @ Vollstandige Induktion: Winkelsumme im n-Eck

Das Ganze noch einmal etwas abstrakter.

. . . - oo Einfithrung . | | 1 1 1 Einfiihrung
Zeigen, dass eine bestimmte Aussage fiir alle natiirlichen E',st:B:sp;ele Behauptung: Die Summe der Innenwinkel eines beliebigen E'rstzs:spxele
. (n+ 2)-Ecks ist n - 180°
Zahlen n wahr ist. Mengen - : _ . Mengen
- - Vet Zum Beispiel n = 9: Die Summe der Innenwinkel eines Vet
1. SChrltt: |ndukt|0nsanfang Natiirliche beliebigen 1].—ECkS |St 9 . 1800 Natiirliche
Zahlen . Zahlen
Zeige: Die Aussage ist zumindest fiir die Zahl n = 1 wabhr. Vallstandige Volstandige
Induktion . . . Induktion
e 1. Schritt: Induktionsanfang PEEErET
D Sl el erese o Abeshien Die Aussage ist zumindest fiir die Zahl n =1, fozaten
Reer s wahr,d.h. fiir Dreiecke ist die Winkelsumme 180°. (Bekannt?! s
Zeige
: Rationale Rationale
Wenn die Aussage fiir eine beliebige Zahl n wahr ist, dann ist sie Zahlen Zahlen
auch fiir die Zahl n+ 1 wabhr. e 2. Schritt: Induktionsschritt poenrechhne
Reelle Zahlen Zelge Reelle Zahlen
Dann ist die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n wahr, denn: Eigenschaften . . .. . Eigenschaften
Weil sie fii 1 g hrist. ist < h i 2 wah ' Betrige Wenn die Winkelsumme in jedem (n + 2)-Eck n - 180° ist, dann Betrige
eil sie flir n = 1 wahr ist, ist sie auch fiir n = 2 wahr. . . . ..
e ist die Winkelsumme in jedem (n + 3)-Eck (n+ 1) - 180°. A

Weil sie fiir n = 2 wahr ist, ist sie auch fiir n = 3 wahr.
Weil sie fiir n = 3 wahr ist, ist sie auch fiir n = 4 wahr...
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Definition und
Rechenregeln

Definition und
Rechenregeln




Winkelsumme im (n + 3)-Eck & &

B Vor den beiden letzten Beispielen zur Vollstandigen Induktion, ERr
e Beispile sei noch mal an das Rechnen mit Potenzen erinnert: Frste Bepicle
Mengen .. . . . Mengen
Verkniipfungen SO ahnlich wie bei Verkniipfungen
Natiirliche Natiirliche
Zahlen Zahlen
Vollstdndige a + a + a + e + a=a-n Vollstdndige
Induktion Induktion
Idee: Ecke abSChneIden Potenzgesetze n_ma| Potenzgesetze
Abzihlen Abzihlen
E;nt;)mlscher setzt ma n g;nt;)mlscher
Rationale da-a-a:-...-a= a" Rationale
Zahlen S———— Zahlen
Bruchrechnung n—mal Bruchrechnung
Dezimalzahlen Dezimalzahlen
Reelle Zahen und nennt a" die n-te von a. Reelle Zahen
Eigenschaften Eigenschaften
= ergibt (n+ 2)-Eck und Dreieck Betses Die Zahl n heiBt , die Zahl a . Beirer
. K | K |
Winkelsumme (n + 3)-Eck ol ) o (5 o
—  Winkel Dreieck Winkel 2)-Eck Definition und Vereinbarung: a° = a oefniton und
= inkelsumme (Dreieck) + Winkelsumme ((n + 2)-Eck)  Refiiad At
= 180° + n-180° = (n+ 1) - 180°
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Rechenregeln fiir Potenzen @ Die Bernoullische Ungleichung M

Die Behauptung:

. . . . Einfiihrung ir 1 — i iirh 1 1 Einfiihrung
Durch Abzdhlen sieht man direkt die e Friie Je.de Zahl h > —1, h # 0 und jede natiirliche Zahl n gilt die vt B
Mengen UngIeIChung Mengen
Verkniipfungen (1 _.I_ h)n Z 1 _|_ nh‘ Verkniipfungen
n_k ) i i i ) ) _ _ntk Natiirliche ) ] ] - ] ) Natiirliche
a"a’ = (a-a-... a)ga dr... az— d e e Das beweisen wir nun mittels Vollstandiger Induktion nach n. e e
v v Induktion Induktion
—mal k—mal o= . nz
amme me N Induktionsanfang (n=1): N
K P Abzihlen . . Abzihlen
(a") = (a-a-...-a)(a-a-...-a)...(a-a-...-a)=2a" Binomischer Fiir n =1 herrscht offenbar Gleichheit. Binomischer
njgal nj;al njgal Rationale 1 7 5 Rationale
. Ration Induktionsschritt (n — n+1): Ration
k—mal Dot Induktionsvoraussetzung: Ungleichung sei fiir n wahr. i
Reelle Zahlen n+1 — n Reelle Zahlen
npn n :>(1+h) = (1+h)-(1+h)
a"b = (3 © 5o 0 a) (b © 500 ° b) = (ab) 05500 (ab) = (ab) Eigenschaften Eigenschaften
N o s o 2 Betrige > (1+ h)(1+ nh) < Induktionsvoraussetzung =~ "
n—mal n—mal n—mal Komplexe - 2 Komplexe
Zahlen — Zahlen
IFZz)ehhnition ulnd - 1 + (n + 1)h + nh > 1 + (n + 1)h‘ IFZz)eﬁhnition ulnd
cchenregeln cchenregeln
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Beispiel: Teilbarkeit E Abzihlprobleme 1 @

Behauptun Einfiihrung i
Abwechslung |

. . - k . X
Fiir jedes k € N ist 3 — 3 durch 6 teilbar. Mengen Herr Rupp besitzt Mengen
erkniipfungen Verkniipfungen
| 5 1 1 . Natiirliche - Natiirliche
Benutze wieder Vollstandige Induktion: Natiil 3 Anziige, 7 Hemden und 11 Krawatten. Natiil
" Vo\lstélndige Vo\lstélndige
IndUktlonsanfang k — 2 :'-:‘:tuefl:z:setze :Dn:tue::;:setze
32 — 3 =6 ist teilbar durch 6. fozaien Er mochte seine Kleidungsstiicke jeden Tag auf eine neue Art Abzahien™
o miteinander kombinieren. Wieviele Tage kann er das? “f
Induktionsschritt Rationale VMosliche Kombinati Rationale
. . . . Bruchrechnun, ogliche Aomblinationen: Bruchrechnun
Annahme: Wir wissen schon, dass 3X — 3 durch 6 teilbar ist. e g . X i . e,
i Krawatte ldsst sich mit Hemd kombinieren
Dann Ist Reelle Zahlen 1 1 7 77 K tt H d K b t Reelle Zahlen
Eigenschaften = = rawatte-Hemd-Kombinationen Eigenschaften
3kt1_3-3.3k_3=2.3k13k_3—-2.3.3k11 3k_3 o .
~~ —— P Krawatte-Hemd-Kombination geht mit Anzug e
=6 teilbar durch 6 Zahlen _ 2 2 Zahlen
ebenfalls teilbar durch 6. Deiition und = 77 -3 = 231 Krawatte-Hemd-Anzug-Kombinationen Defiition und
\EXT EYAT QAL eT TN Ruhr-Universitat Bochum Dr. Jorg Harterich \WEXT EYAT QLT T AN Ruhr-Universitat Bochum Dr. Jorg Harterich

Problem 1: Hemden Einfilhrung Andere Sichtweise B

Erste Beispiele

Wie wir wissen, besitzt Herr Ru . Erste Beispiele ; . .l . C
A _ PP _ Mengen Zihle die Anzahl der Méglichkeiten, die sieben Hemden Mengen
Er mochte an jedem Wochentag ein anderes Hemd anziehen, Verknipfungen T e L g
bevor er am Sonntagabend alle wascht. Natiirliche Natiirliche
. . . Zahlen " Zahlen
Auf wieviele verschiedene Arten kann er das tun? Valitindige Allgemein Valktindige
, " Potenzeesetze Anzahl Moglichkeiten, n Objekte in eine Reihenfolge zu bringen Potenzeesetze
Z|ehen Ohne Zurucklegen = Dreckiges Hemd nicht zuriick in den Schrank! Abzihlen e . . . Abzihlen
Binomischer Anzahl Moglichkeiten, die Zahlen 1,2, 3, ..., n anzuordnen ETomzher
Am Montag: Volle Auswahl ~» 7 Moglichkeiten stz ot
. g e o e . Rational Rational
Am Dienstag: noch 6 Hemden iibrig ~ 6 Moglichkeiten Zablen Behauptung Zaben
Am Mittwoch: noch 5 Hemden iibrig ~ 5 Maglichkeiten Bl Es gibt Bl
. . . Reelle Zahlen Reelle Zahlen
: . : Eigenschaften Eigenschaften
Am Samstag: noch 2 Hemden iibrig ~» 2 Méglichkeiten Betrige 1-2-3.-...-(n—=1)-n=nl ( ) Betrige
. K | K |
Am Sonntag: keine Auswahl mehr! Zahlon . . i
Definition und Moglichkeiten. Definition und

Rechenregeln Rechenregeln

Insgesamt: 7-6-5-4-3-2-1 = 5040 Maoglichkeiten
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1. Begriindung & 2. Begriindung: Vollstandige Induktion

Beha uptun
p g Einfiihrung BEhauptung Einfiihrung

Es gibt e Beispile Es gibt genau n! Méglichkeiten, n Objekte anzuordnen. Erste Betspile
Mengen Mengen
1 . 2 . co.o\n— ]_ .n= n! Verkniipfungen - Verkniipfungen
3 ( ) ( ) Natiirliche |ndukt|onsanfang n=1 Natiirliche
Zahlen Zahlen
Maglichkeiten, die Zahlen 1,2,3, ..., n anzuordnen. K Es gibt genau eine Méoglichkeit, ein einzelnes Objekt anzuordnen. Yo

Potenzgesetze Potenzgesetze

Abzzhl 5 5 Abzihl
Begrundung Binzoamisec:er Induktionsschritt von n nach n + 1 ginz:misec:er

- Annahme: Es gibt genau n! Moglichkeiten, n Objekte N

n Moglichkeiten, die erste Zahl auszuwahlen Rationale Rationale
e B B - o0 Zahl Zahl
n — 1 Méglichkeiten, die zweite Zahl auszuwihlen e anzuordnen. e
sl Nun: n+ 1 Objekte = n+ 1 Méglichkeiten, um das Objekt an sl

n — 2 Moglichkeiten, die dritte Zahl auszuwéahlen

Reelle Zahlen

ey erster Stelle zu wahlen.
o Nt L . ) e Bleiben: n Objekte und n Platze (die Platze 2 bis n+ 1). Betrage
2 Maoglichkeiten, die (n — 1)-te Zahl auszuwéhlen Komplexe . e ( o =) Komplexe
. o . Zahlen Fiir diese n Objekte: n! Anordnungsméglichkeiten Zahien
nur 1 Moglichkeit, die letzte Zahl auszuwé&hlen Definition und - frogasic (- 1) () = (s ) Arermmssmidetdileticn Definition und
Insgesamt: n-(n—1)-(n—2)- ... -2-1 Méglichkeiten. e < N ' Sallies e
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Abzahlprobleme 3 @ Problem: k Objekte aus n Objekten auswahlen
Einfiihrung Einfiihrung
Erste Beispiele Alt tiv: k Zahl 1.2.3 shi Erste Beispiele
Problem 1: Krawatten Mengen ernativ: ahlen aus {1,2,3,...,n} auswahlen Mengen
Verkniipfungen . . ) . . . Verkniipfungen
Wie wir wissen, besitzt Herr Rupp PP F_L_'r d!e erst.e Zahl: n Mogllchll.(er_cen ) NP
Er legt sich am Sonntagabend 7 Krawatten fiir d|e kommende e e Fiir die zweite Zahl: n —1 Mdglichkeiten e
Woche zurecht. EEsi : : : .
Auf wieviele verschiedene Arten kann er das tun? Abzhlen Fiir die k-te Zahl: n — k + 1 Mdglichkeiten Abzhlen
g;rgmischer ) . . B;rgmischer
Rationale n- (n — ]‘) . (n — 2) ®ooof (n — k + 1) MogIIChkelten Rationale
. Zahlen Zahlen
Andere Formulierung Bt Bt
Dezimalzahlen Dezimalzahlen
Auf wieviele Arten kann man aus 11 Krawatten 7 auswahlen, Rl AT Aber: Reihenfolge unwichtig Reelle Zahlen
ohne dass es auf die Reihenfolge ankommt? e = die k! Permutationen der ausgewahlten k Zahlen sollten nur leschafien
Komplexe a|S eine M0g|lchkelt gezahlt Werden. Komplexe
Zahlen Zahlen

Definition und

Definition und
Rechenregeln

Rechenregeln
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Binomialkoeffizienten & Lotto ,,6 aus 49“ &

Verschiedene Mdoglichkeiten, k Zahlen aus {1,2,3,...,n} Einfiihrung Einfiihrung
. Erste Beispiele Erste Beispiele
auszuwahlen: B te Beisp
Mengen Mengen
Natiirliche Natiirliche
Zahlen 4 4 o 4 o 47 o 4 o 4 o 44 Zahlen
Vollstandige 9 = 948 645 = 13983 816 Vollstandige
n _ n- (n B 1) i (n — 2) “oo00f (n B k + 1) _ n! :;‘:t‘;i:;:setze 6 ]' . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 :;‘:tl;::;:setze
k k! (n—k)! k! Abzhlen Abzihlen
s
heiBt Binomialkoeffizient. ; . . .. :
Rationale Einsatz: 75 cent + Bearbeitungsgebiihr ~ 1 Euro Rationale
Bruchrechnung Gewinn: schwankend zwischen 150.000 und 3.000.000 Euro Bruchrechnung

Dezimalzahlen Dezimalzahlen

Beispiel: ,,Drei aus Zehn" Rl 2ttt Doch lieber ins Casino 7?77 Reelle Zahlen

10)_109-8_720__ 10 i
3 ) 1.2.3 6 INCOYED) St Somplexe
Definition und

Eigenschaften

Definition und
Rechenregeln
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Abzahlprobleme: Poker @ Chancen auf Royal Flush @
Mogliche Falle

Texas Hold'Em Einfilh . .. Einfiih
e Aus den restlichen  Karten auswihlen geht auf s

. . . Erste Beispiel Erste Beispiel
@ gespielt wird mit 52 Karten o o

Mengen Mengen
@ zwei eigene Handkarten Verkniipfungen 50 _ 50-49-48 -47 - 46 2118760 A Verkniipfungen
X . Natiirliche 5 - 1 i 2 i 3 i 4 i 5 - rten Natiirliche
@ maximal fiinf offene Karten Zahlen Zahlen
) ) ) ) ) I\/%\Isﬁi’.ndige ?lzllsﬁilndige
° : = L o . EC .
beste Kombination 10 bis As in einer Farbe Potenzgeset Giinstige Falle Potenzgeset
Abzihlen Abzihlen
Spielsituation Gimemisi o die drei ,,guten” Karten B&, Dé, Asé miissen dabei sein Binomischer
: . Rationale @ zwei weitere Karten aus den restlichen 47 Karten auswahlen  Rationale
gezogen: 10, Konig & Zahlen bt auf (47) — 4746 _ 1081 A Zahlen
Wie hoch sind die Chancen auf einen Royal Flush? Bruchrechnung geht auf (%)) = *3° = rten Bruchrechnung
— _ Reelle Zahlen = Selbst bei optimalen eigenen Karten stehen die Chancen auf Reelle Zahlen
Chancen=Wahrscheinlichkeit e . . ST
S einen Royal Flush bei S
o . UnStI e Fa”e Komplexe Komplexe
Wahrscheinlichkeit = L zalen 1081 zalen
mogliche Falle el 5118760 - Pl
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Urnenmodelle @

Strategie fiir viele Zufallsexperimente:
Ubersetzung in ein

Ereignisse = Kugeln in einem GefaB3

Unterscheide:

o Kugel wird gezogen und wieder zuriickgelegt

Einfiihrung Ohne Zuriicklegen, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Erste Beispiele
Mengen Es glbt

Verkniipfungen

Natiirliche n!

=)=k ) = Ery
Induktion
Potenzgesetze

Abzhlen Moglichkeiten, aus n unterscheidbare Kugeln der Reihe nach k

o Kugel wird gezogen und nicht wieder zuriickgelegt Binomischer 1] st

@ Reihenfolge beim Ziehen wird beriicksichtigt

@ Reihenfolge ist egal

atz

Rationale
Zahlen

Bruchrechnung
Dezimalzahlen

Reelle Zahlen n-(n—]_)-(n—2)-...-1=nl

Eigenschaften

Speziell: n = k Es gibt

Betrige

Mit Zuriicklegen, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge St Moglichkeiten, n unterscheidbare Kugeln der Reihe nach aus

Es gibt n* Moglichkeiten k-mal aus n Kugeln eine auszuwshlen. Definition und einer Urne zu ziehen.

Rechenregeln

WY EX S B A Ol Ruhr-Universitat Bochum

Urnenmodelle @

Urnenmodelle &

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen

Natiirliche
Zahlen

Vollstandige
Induktion

Potenzgesetze

Abzihlen

Binomischer
atz

Rationale
Zahlen
Bruchrechnung
Dezimalzahlen
Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln

Dr. Jorg Harterich \WEXT EYAT QAL eI TN Ruhr-Universitdt Bochum Dr. Jorg Harterich

Einfithrung
Erste Beispiele
- — . Mengen Mit Zuriicklegen, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
Ohne Zuriicklegen, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge Vet g
. . . . atiirliche Es gibt ) Moglichkeiten, aus n unterscheidbaren Kugeln
Es gibt (7) Méglichkeiten, aus n unterscheidbaren Kugeln genau  zier' . ( « ) Mog . &
k auszuwshlen - k-mal eine Kugel zu ziehen.
' Potenzgesetze Dabei kénnen Kugeln doppelt vorkommen.
n\ n-(n=1)-(n—=2)-...-(n—k+1) n! Abeshien
o) - . T
Zablen Je eine rote, blaue und griine Kugel in der Urne.
S Es wird k-mal eine Kugel gezogen und zuriickgelegt.
(Z) heiBt Binomialkoeffizient Reelle Zahlen Reihenfolge spielt keine Rolle
RRGBB und RGBRB zihlen als eine Moglichkeit
Komplexe
Zahlen

\YET BV A G OICRANON Ruhr-Universitat Bochum

Definition und
Rechenregeln

Urnenmodelle M

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen

Natiirliche
Zahlen

Vollstindige
Induktion

Potenzgesetze
Abzshlen
Binomischer
atz
Rationale
Zahlen
Bruchrechnung
Dezimalzahlen
Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln
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Urnenmodelle Urnenmodell I: mit Zuriicklegen, Reihenfolge egal

Begriindun

o n Kugeln entsprechen Zahlen {1,2,..., n} CeRGEE — CERGELE
k Zahl S h Reihenfol Mengen Belsp|e|: Mengen
° ahlen auswahlen ohne Reihenfolge: Verkniipfungen T a T = a Wty
1<a <a< < Natirliche Anzahl der Moglichkeiten, bei dreimaligem Wiirfeln eine sechs zu | _..iche
SELS R - =L ) Zahlen erzielen (Mensch irgere Dich nicht) Zahlen
@ Problem: gleiche Zahlen kdnnen auftreten i i A
Potenzgesetze . . o . Potenzgesetze
o Ausweg: Ersetze a; durch a; +j — 1 . Jed.e der"ZahIen 1 bis 6 entsprlc.ht einer Kugel in der. U.rne A
o neue Zahlen Binomischer »mit Zuriicklegen": mehrmals dieselbe Augenzahl moglich Binomischer
Rational Qo 0 0 o 0 Rational
1< a1 <apt+l<az+2<...<at+k—-1<n+k-1 700" Anzahl Maglichkeiten dreimal keine 6 zu ziehen: 5-5-5 = 125 Zahlen
N v V Bruchrechnung Moelichkei . [ _ Bruchrechnung
:bl :b2 :b3 Dezimalzahlen Og IC elten mlt 6 also 216 - 125 - 91 Dezimalzahlen
[+ a“e bJ Verschieden Reelle Zahlen 91 Reelle Zahlen
i ) EigeTschaften W h r h | n | | h k | ~ 420 EigeTschaften
@ aj lassen sich aus den b; rekonstruieren Betrige Al Gl 216 /o Betrige
. Komplexe Komplexe
o Wahle also k Zahlen by, ..., bk aus {1,2,...,n+ k — 1} Zahlen Zahlen
aUS ~> ("+£*1) Rechentegein. Rechentegein.
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Urnenmodell Ill: ohne Zuriicklegen, mit Reihenfolge

Urnenmodell Il: ohne Zuriicklegen, ohne

Reihenfolge
Einfiihrun . . Einfiihrun
Bei der Fussball. WM 2010 spielten 32
o . . . Verkniipfungen . Verkniipfungen
In der Ubungsgruppe mit 25 Studierenden haben 10 ihre Natiiliche Mannschaften in 8 Vorrunden-Gruppen. In Natiiliche
Aufgaben nicht gemacht. Der Tutor kontrolliert zufillig drei zahlen jeder Gruppe war eine Mannschaft gesetzt. Zafisn
) i i . Lo ) X ollsténdige ollsténdige
Studierende. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei pdikcen Aus drei , Topfen" wurde jeweils eine pcen
ihre Aufgaben gemacht haben? = Mannschaft zugelost. =
Binomischer . . . . . . Binomischer
i Wieviele Moglichkeiten gab es, die Gruppen B
Urnenmodell: 15 weiBe und 10 schwarze Kugeln Rationale zusammenzustellen? e bionate
Bruchrechnung . Bruchrechnung
Ziehe drei Kugeln zuriicklegen Dezimalzahlen Urnenmodell: 8 unterscheidbare Kugeln pro Topf Dezimalzahlen
T . o . 0 Reelle Zahlen Reelle Zahlen
Gesucht: Wg?rschelnllchkt.a.lt fur d.rel weiBe Kugeln. Erscate Ziehe acht Kugeln zuriicklegen Sgsmcatin
gzt (5) = 2300 Maglichkeiten e Anzahl Maglichkeiten pro Topf: 8! = 8-7-...-2-1=40.320 kemese
(3') = 455 nur weiBe Kugeln s Topfe unabhingig: Insgesamt 40.320% ~ 65 Billionen Varianten %0
= Wahrscheinlichkeit —2435050 ~ 20% Redlimezli Reslimezi
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Urnenmodell 1V: mit Zuriicklegen, Beachtung der Kleiner Selbsttest

Reihenfolge

Einfiihrung Einfiihrung
Erste Beispiele

Erste Beispiele

M Welcher Typ liegt vor? Mg
" " Verkniipfungen Verkniipfungen
Beispiel: Natilrliche Aus dem 11-kopfigen Kader soll der Handball-Jugendtrainer eine  natiriiche
Anzahl der Moglichkeiten, bei dreimaligem Wiirfeln zuerst eine Zvar",li”dg Mannschaft (7 Spieler/innen) aufstellen. Z\,a?,'et"dg
. . . . Induktion o o . o o Induktion
gerade Zahl, dann eine durch drei teilbare Zahl und dann eine Potenzgesetze Wieviele Moglichkeiten hat er? Potenzgesetze
ungerade Zahl zu wiirfeln. Abzshlen Abzshlen
. ) . . stz @ Mit Zuricklegen, mit Berlicksichtigung der Reihenfolge ste
Jede der Zahlen 1 bis 6 entspricht einer Kugel in der Urne Rationale . . & .y g & ) 8 Rationale
. mit Zuriicklegen”: mehrmals dieselbe Augenzahl mdglich ZBahlehnhg o Mit Zuriicklegen, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge Z;hlehnhg
Anzahl Méglichkeiten gerade/ungerade Zahl zu ziehen: 3 pesmalzatien @ Ohne Zuriicklegen, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge pesmatzhien
e . . . . . Reelle Zahlen Reelle Zahlen
Anzahl Moglichkeiten durch drei teilbare Zahl zu ziehen: 2 Eigenschafeen @ Ohne Zuriicklegen, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge Eigenschaften
Insgesamt also 3 - 2 - 3 Méglichkeiten. KBtgl KBtgl
Zahl:n Zahl:n
Definition und Definition und
Rechenregeln Rechenregeln
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Kleiner Selbsttest @ Kleiner Selbsttest @
Einfiihrung Einfiihrung

Erste Beispiele Erste Beispiele

i ? Mengen " Mengen
Welcher Typ liegt vor? Vet Welcher Typ liegt vor? Verknipfungen

i . ievi Natiirlich . .y . . X MR
I:/;rjeI.Gﬁiel_lschaf_tbbesteg_t aus ;ecFP:s Personen \_N'ev'_?l_e ] Somiche Wieviele Méglichkeiten gibt es, zehn (ununterscheidbare) Somiehe
ceiieilelizn Flek €5, ele SEehs PERenEn &1 & [Hsen 21 Vollindige Schokoriegel auf drei (unterscheidbare) Kinder zu verteilen? Vollscindige
setzen? Reamsse Reramssie
Abzihlen M i Z B k| i B . k i h i d R i h f | Abzihlen
. . . . . . . Binomischer 4 It Zurucklegen, mit berucksichtigun €r reinenroige Binomischer
o Mit Zuriicklegen, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge Satz g gung & atz
. .. o . Rationale @ Mit Zuriicklegen, ohne Berilicksichtigung der Reihenfolge Rationale
@ Mit Zuriicklegen, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge Zahlen g gung & Zahlen
.. . e . Bruchrechnung @ Ohne Zuriicklegen, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge Bruchrechnung
@ Ohne Zuriicklegen, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge Dezimalzahlen & gung & Dezimalzahlen
.. e . Reelle Zahlen @ Ohne Zuriicklegen, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge Reelle Zahlen
@ Ohne Zuriicklegen, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge [ & Eung g Eigenschaten
Betrige Betrige
Komplexe Komplexe
Zahlen Zahlen

Definition und

Definition und
Rechenregeln

Rechenregeln
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Beispiel: Binomischer Satz Beispiel: Binomischer Satz

Geht das auch fiir hohere Potenzen?

Einfiihrung Ausmulti “Zierenl Einfiihrung
BI nomlsche Formeln Erste Beispiele p Erste Beispiele
e e . . Mengen Mengen
Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen findet man Verkniipfungen 5 5 ) ) 5 Vet
Natiirliche (a N b) = a + 3a°b aF 3ab == b Natiirliche
2 _ 2 2 Zahlen Zahlen
(a+b)° = a"+2ab+b Volltandige (a+ b)4 = a*+43%b+62°b% + 4ab® + b* Volistindige
2 — 2 2 nO ueHZIOZSe ze nO uenzm:se ze
(a—b)” = a~ —2ab+b S (a+b)® = a°+5a*b+10a°b + 10a°b% + 5ab* + b° Porerasest
(a + b)(a _ b) . 32 _ b2 At?zahllen Al?zah!en
= g;rtl:mlscher g;r::mlscher
Rationale Wle Oben: Rationale
Zahlen Zahlen
Die zweite Formel ergibt sich librigens aus der ersten: Bruchrechnung 3 3 2 5 3 Bruchrechnung
Dezimalzahlen (a = b) = a°+3a (—b) + 33(—[)) + (—b) Dezimalzahlen
Reelle Zahlen 3 2 2 3 Reelle Zahlen
(a — b)2 = (3 + (—b))2 = 32 + 23(—b) + (—b)2 = 32 —2ab+ b2. EigteT;chaften = a’>—3a°b+3ab-—b Eigter?;chaften
etrige 4 4 3 2,9 3 4 etrige
Komplexe (a - b) = a - 4a b + 63 b - 4ab + b Komplexe
Zahlen Zahlen
Definition und (a — b)5 = 35 = 534b =+ 1033b2 — 1032 b3 + 53b4 — b5 Definition und

Rechenregeln

Rechenregeln
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Beispiel: Binomischer Satz @ Beispiel: Binomischer Satz M

Antwort:
Einfiihrung

Einfiihrung o X »
Voriiberlegungen Erste Beispicle Ausmultiplizieren = aus jeder Klammer auswahlen Erste Beispicle
Mengen = .. m - Mengen
Pt - @ nur ein Term a°, da dann in jeder Klammer ,,a"“ gewahlt e —
Natiirliche W| rd . Natiirliche
(a + b)5 = (a —|— b)(a + b)(a + b)(a + b)(a “I— b) Zahlen . 4 . » . " Zahlen .
Vollstindige @ 5 Terme a*b: das eine ,,b" kann aus jeder der fiinf Vollstandige
= a.a.a'a.a—"_a'a.a.a.b+a'a.a'b.a+... Potenzgesetze Potenzgesetze
e Klammern stammen 8
— .. Abzihlen 3.0 . X 5 Abzihlen
5 4 3,0 2,3 4 . .5 e @ 10 Terme a3b®: die beiden ,, b"s kann man auf (2) Arten Binamischer
a> +5a’b +10a°b 4 10a°b" + 5ab" + b Rationale aus den finf Klammern wahlen ~ Rationale
Zahlen Zahlen
st ey o ete. e
Nur Terme a°, a*b, a3b2, a2b3, ab* und b® kommen vor Reelle Zahlen , Reelle Zahlen
Eigenseharten E rge bnis: Eigenscharten
Betrige Betrige
. 1evi 1 ? Komplexe Komplexe
Frage: Wieviele von jeder Sorte? o ; ; 5\ , 5\ 5, 5\ , 5 . e
RERCT (a+b)=a>+ | Jab+(,)ab + | )ab + |, |ab"+b° R
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Beispiel: Binomischer Satz & Beispiel: Schnelles Kopfrechnen &

e Was ist 101° ? e
Theorem (Binomischer Satz) e Rechnung mit Binomischem Satz e
Fiir jede beliebige natiirliche Zahl n gilt: NG N
Zahlen Zahlen
Vollstandige 5 — 5 Vollstandige
(a+6)" = o+ (b4 (" PBR L ()ab T 4 = B E .
Abzhlen = (5) 100° - 10 4+ (5) 100% - 11 4+ (5) 1003 - 12 Abzihlen
Binomischer 0 1 2 Binomischer
Definiert man noch fiir jede natiirliche Zahl n, dass (5) = 1 ist, Lo +(5) 100213 + (5) 100t - 19 + <5) 1000 - 1° S
dann wird daraus it 3 4 5 Bruchrechiung
Reclle Zahlen = 10 000 000 000 + 5 - 100 000 000 + 10 - 1 000 000 Reelle Zahlen
(a+ b)n _ (g)an_i_(;,)anflb_i_ (g)anf2b2 4.+ (nzl)abnfl +(:)bn Eiegter;;ceha&en +10-10000+5-100 + 1 Eiier;;ceha&en
o = 10510 100 501 P
Rethenagen. Rethenagein.
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Schreibweise: Summenzeichen @ Beispiele zum Summenzeichen M
Beispiele
" ” . Einfiihrung Einfiihrung
Notation ohne ,,..." : Das Summenzeichen -, n Bt BemE
n Mengen _ Mengen
b n__ n n—kbk Verkniipfungen 2 : k =1 + 2 + 3 +...+n Verkniipfungen
(a + ) — : : k a Natiirliche k=1 Natiirliche
k=0 Zahlen 8 Zahlen
Indution ™ E k2 = 25 136449464 =174 Indution ™
h ei Bt Potenzgesetze Potenzgesetze
. Abzshlen k=5 Abzshlen
e k von 0 blS n Iaufen |assen g;r:omischer n+1 1 1 1 1 1 g;rt\omischer
o k=0: (Ma"0p0 = 5" Rational = = =g =FFecoTr = Rational
(0) z:hlli:a © k 2 3 n n+1 Z:hlli:a ©
o k=1: (n) 3" 1pl — pan—1p B iresns k=2 Bruchrechnung
1 Dezimalzahlen n Dezimalzahlen
o k = 2: n an72b2 Reelle Zahlen N — _ _ 2 Reelle Zahlen
(2) Eigenseharten z :(2-1 1) = 14+34+5+...+ (2I7 1) =W Eigenscharten
@ USWw. Betrige J:]- Betrige
. . Komplexe 10 Komplexe
@ die so erhaltenen n+ 1 Terme addieren Zahlen Zahlen
e’ > 2 = 242+4...4+2=16 e’
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Beispiele zum Uben &

Schreiben Sie die Summen aus

Mathematik-Vorkurs 2010

Zwei Eigenschaften von Binomialkoeffizienten

Begriindung:

@ k Zahlen aus n auswahlen = n — k nicht auswahlen.
@ k Zahlen aus n+ 1 auswahlen:

o 1 auswihlen und k — 1 aus den restlichen n
o 1 nicht auswahlen und k aus den restlichen n

(

6
B

) =)+ =(

5
2

3
Il

)+ (

5
2

(1) = (%) = 32 = 720
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S
|
—

¥

x
||
N

A
N
S

n=-—2
m
A m+1

) = 54

Ruhr-Universitat Bochum

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen

Natiirliche

Zahlen

Vollstandige
Induktion

Potenzgesetze
Abzihlen

Binomischer

Rationale
Zahlen
Bruchrechnung
Dezimalzahlen
Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln

Dr. Jorg Harterich

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen

Natiirliche
Zahlen

Vollstindige
Induktion

Potenzgesetze

Abzihlen
Binomischer
Satz

Rationale
Zahlen

Bruchrechnung
Dezimalzahlen

Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe

Zahlen

Definition und
Rechenregeln

Dr. Jorg Harterich

Beispiele zum Summenzeichen &

Nun umgekehrt:

Schreibe mit Hilfe des Summenzeichens

Mathematik-Vorkurs 2010

L =F&arbiqr ..
-14+2-3+4-5+6-+...4+2010

1

1
St

4 9

.+ 101

L1
100

Ruhr-Universitat Bochum

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen

Natiirliche
Zahlen

Vollstandige
Induktion

Potenzgesetze

Abzéhlen

Binomischer

Rationale
Zahlen
Bruchrechnung
Dezimalzahlen
Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige

Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln

Dr. Jorg Harterich

Pascalsches Dreieck @

Berechnung von Binomialkoeffizienten:

Die Gleichung (”1’1) = (
Jeder Binomialkoeffizient ist die Summe der beiden iiber ihm

stehenden.

t)

+) + (") bedeutet:

\YET B VA GO IRAN Ruhr-Universitat Bochum

Einfiihrung

Erste Beispiele

Mengen
Verkniipfungen

Natiirliche
Zahlen

Vollstandige
Induktion

Potenzgesetze

Abzihlen
Binomischer
Satz

Rationale
Zahlen

Bruchrechnung
Dezimalzahlen

Reelle Zahlen
Eigenschaften
Betrige
Komplexe
Zahlen

Definition und
Rechenregeln

Dr. Jorg Harterich



Pascalsches Dreieck Pascalsches Dreieck

Rechenschema: Einfiihrung Ein paar Zeilen mehr: Einfilhrung
Erste Beispiele Erste Beispiele
Mengen Mengen
1 Verkniipfungen Verkniipfungen
Natiirliche Natiirliche
/ \l Zahlen 1 Zahlen
Vollstandige Vollstandige
1 1 Induktion 1 1 Induktion
Potenzgesetze Potenzgesetze
\/ \4 / \4 Abzihlen 1 1 Abzihlen
1 2 1 ginomischer 1 3 3 1 ginomischer
atz atz
/ \ / \ / \ Rationale 1 1 Rationale
Zahlen Zahlen
1 3 3 1 Bruchrechnung 1 5 5 1 Bruchrechnung
Dezimalzahlen Dezimalzahlen
'/ \‘ '/ \ ’/ \‘ '/ \ Reelle Zahlen 1 15 15 1 Reelle Zahlen

1 4 6 4 1  FEigenschaften 1 7 21 35 35 21 7 1 Eigenschaften

Betrige Betrige
Komplexe 1 . . . . . . 1 Komplexe
Zahlen Zahlen

Definition und

Definition und
Rechenregeln

Rechenregeln
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Lineare Gleichungen

Spielerei am Computer

Gerade Zahlen im Pascalschen Dreieck ~
Eivfitiomg Bruchrechnung e

Ungerade Zahlen im Pascalschen Dreieck ~» schwarz ———-_ . E————_
Bruchzahlen helfen, alle Gleichungen

Mengen Mengen
Verkniipfungen Verkniipfungen
ey Natiirliche X-a= b Natiirliche
A {AA‘A Zahlen Zahlen
LML
A e Vollstindige Vollstandige
e e Induktion . R . Induktion
oy V9:% e mit natiirlichen oder ganzen Zahlen a und b zu IGsen: peS———
A -
o, £
Ah f:;}‘ Abzihlen Abzzhlen
e Y e Bimemiehar b Binomischer
A AN AA AA Satz _ e
A 0050 & S X=—.
AAAA “"A Rationale a Rationale
A‘:A:AA AMA Zahlen Zahlen
i V-

A:A“ A“A‘ ‘:‘;:?An;:}“ Bruchrechnung Bruchrechnung
AaAA Y Bttt Rationale Zahlen (Bruchzahlen) Dezimalzahien
AbAbdndl, Andniads

L A A :?:‘A Reelle Zahlen Reelle Zahlen
Aa y y
“A:‘}A o A AA?:.AA Andn “A:‘}A S ElgeTschaften p Elgeﬁschaften

A eudge Q=1{=ipge’Z etrdige

A A A LAAMAMA Komplexe Komplexe
Zahlen Zahlen
Definition und 1 1 . /) — i Definition und
Definiton un Typischerweise: p und q teilerfremd (= Bruch gekiirzt) Definiton un

., Selbstahnlichkeit"
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Regeln beim Bruchrechnen @ Salzsaure @

Beispiel: Mischung

Addition von Briichen: Hauptnenner!

4 5 4.745.5 53 fntiene Im Chemielabor findet Herr Rupp eine Flasche verdiinnter fntiene
15 + 51 3.5.7 108 Mengen Salzsdure (%E mit 10 Volumenprozent) und eine Flasche Mengen
Jerkntptingen konzentrierte Salzsiure (1¢ mit 30 Volumenprozent). Jerkntptingen
Natiirliche . . . . Natiirliche
Zahlen Welche Konzentration ergibt sich, wenn er beide Flaschen Zahlen
- - Vollstandige ] h 2 Vollstandige
q a i Zahler : Zahler :;:tuektm:set e misc t : :Dn:tuekno:set =
Multiplikation: — T e R
Nenner - Nenner Abzihlen : Abzshlen
Binomischer Binomischer
stz . Salzsduremenge gesamt stz
Rationale Konzentl’atlon - . " Rationale
Zahlen lissigkeitsmenge gesam Zahlen
Fliissigkeit geg t
Bruchrechnung 3 1 5 Bruchrechnung
Dezimalzahlen Gesamtmenge — —E + _e — _e Dezimalzahlen
— - — . . Reelle Zahlen 4 2 4 Reelle Zahlen
Division von Briichen: Multiplikation mit Kehrwert! iy 10 3 30 1 3 3 9 Bl ey
etrige . . > ey 2y 2 etrige
3 6 3 5 5 Komplexe Salzsauremenge - 100 4 + 100 2 40£ + 20€ 40£ Komplexe
- - = = = = — Zahlen 9 Zahlen
7 5 7 6 14 Definition und . mé 36 Definition und
Rechenregeln Konzentratlon = : = 200 — 18% Rechenregeln
=
(W EXT EYAT QAT TN Ruhr-Universitdt Bochum Dr. Jorg Harterich (\EYST EYAT QAL eT TN Ruhr-Universitdt Bochum Dr. Jorg Harterich

Das Ganze mit Buchstaben @ Doppelbriiche M

Beispiel 1 infii . . o . infil
Einfiihrung Statt durch einen Bruch zu te||en, mu|t|p||z|ert man mit seinem Einfiihrung

Erste Beispiele Erste Beispiele

2 2 Mengen KehrWert. Mengen
e T * Tt
= i eispie i
x+1 = x-1 x+Dx-1)  (x+1)(x-1) Zohien : Zohien
2(x —1)2 + (x + 1)? g el
4
Reamsse 2_7 o4 32 Potenzgesetze
(x+1)(x—1) Abzihlen 3—5 = =0 Abzshlen
Binomischer % 3 2 Binomischer
atz atz
Beispie| 2 Rationale 1 Rationale
Zahlen = Zahlen
Bruchrechnung 2 * 35 Bruchrechnung
1 1 1 1 1 Dezimalzahlen Dezimalzahlen
= + 1 1 — = + N — + Reelle Zahlen Kurzversion: Reelle Zahlen
_ 1 p P Eigenschaften - ] Eigenschaften
Bexte @ Der Nenner des Zahlers wandert in den Nenner —
2 2 Kompl . - Kompl
_ p-1 P _pr+p-1 e @ Der Nenner des Nenners wandert in den Zihler Zahlen
- ( _ 1) ( _ 1) - ( _ 1) Definition und Definition und
p\p p{p PP Rechenregeln Rechenregeln
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Negative Potenzen & Dezimalentwicklung &

Damit das Potenzgesetz B . . ERr
e B Bei konkreten Rechungen mit Taschenrechner etc.: R
n_ n+t0 _ _n 0 Mengen keine Briiche, sondern Dezimalzahlen mit Komma Mengen
a"=a =a"-a v )
erkniipfungen Verkniipfungen
Natiirliche oo . Natiirliche
auch fiir den Exponenten 0 gilt, setzt man 2° = 1 fiir jedes a. s Natiirliche Zahlen: Darstellung als Dezimalzahlen i
ollstandige ollstandige
Induktion Induktion

Ganzzahlige Exponenten fa 73482 2:10° +8-10" +4-10% +3-10° +7.10% ‘e

Damit Binomischer asagazaraiag = ap-10°+ a; <101 4 ap -10% + a3 -10% + a4-10* Binomischer
n —n _ n+(—n) _ n—n _ 0 _
a -a =a ( ) =a =a =1 Rationale Rationale
. : Zahlen Fiir nicht-ganzzahligen Anteil genauso: Zefifley
fiir alle n gilt, setzt man S e
1 Reelle Zahlen 734,82 = 2.10724+8-1071+4-10°4+3-101 +7-10%  Reclle Zahien
—-n __ S EigeTschaften _ _ _ _ EigeTschaften
a = pr Betrige 07 21323334 = ay - 10 1 + a5 - 10 2 + a3 - 10 3 + a4 - 10 4 Betrige
Komplexe Komplexe
. .. . Zahlen Zahlen
Die Potenzgesetze gelten dann auch fiir ganzzahlige Exponenten.  peinition und Defiton und

Rechenregeln

\WEYT EYAT QAT TN Ruhr-Universitat Bochum Dr. Jorg Harterich (\WEXT EYAT QAL eT TN Ruhr-Universitat Bochum Dr. Jorg Harterich

Briiche und Dezimalzahlen @ Dezimaldarstellung von Briichen
Einfiihrung

Einfiihrung
Erste Beispiele Dezmaldarstellung bricht ab Erste Beispiele

1. Schritt: Zerlegung in ganzzahligen und gebrochenen Anteil Mengen 3 7 133 Mengen
Verkniipfungen é = 0‘375’ ﬁ = 0‘035, m = 0.133 Verkniipfungen
45 38 + 7 38 + 7 + 7 Natiirliche ) N P X f k 2 d 5 h | Natiirliche
T T B Zahlen assiert, wenn Nenner nur Primtaktoren 2 un enthalt Zahlen
19 19 19 ' 19 19 (p )
nduktion nduktion
Im téglichen Leben: 2% Potenzgesetze oder Potenzgesetze
Abzihlen Abzihlen

Einomichey Dezimaldarstellung wird irgendwann periodisch i
2. Schritt: Dezimaldarstellung des gebrochenen Anteils Rotionale 1 - _ Rationale
Zablen 3 =0.33333... =0.3, 5 =0.166666...=0.16, it
1
7

Bruchrechnung

. Bruchrechnung -
19~ 0-A1d23s... — 0.1428571428571 ... = 0.142857
Reelle Zahlen Reelle Zahlen
ai, a2, as, ... bestimmen mit schriftlicher Division e (passiert sonst) S
K I 0 g 2 g g K I
Zahlen Periodisch < gleiche Ziffer und gleicher Rest Zahlen

Definition und

Definition und
Rechenregeln

Rechenregeln
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Beliebte Frage E Reelle Zahlen M

Einfiihrung Einfiihrung

Erste Beispiele Erste Beispiele

Rechnen mit reellen Zahlen kdnnen wir schon,

— ?77 Sienzsh . . . e . - Wherirem
Ist 0.999999... =1 i Verkniipfungen zumindest addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren. Verkniipfungen
. . Natiirliche Natiirliche
Eher philosophisch... Zelil Aufpassen: Teilen durch 0 ist nicht erlaubt! Zefili
Vollstindige . . . . . Vollstindige
0o Indukti Indukti
Erste Begriindung pdeen AuBer den Rechenregeln gibt es aber noch zwei weitere wichtige ~ paeer
e . . . Abzsh Eigenschaften: Abzih
Multipliziere in % = 0.3333333.... beide Seiten mit 3. e o) o e
Satz n Or n u ng Satz
Rationale Z D 0 0 0 0 Rationale
5 . wei reelle Zahlen sind entweder gleich oder eine der beiden
Zweite Begriindung Zahlen g Zahlen
9. 8 . @ ey ist kleiner als die andere. P
nendliche Reihe 0. e = s L L
U O 9999999 10 + 100 + 1000 —I_ Reelle Zahlen @ ,,V0||St'éndlgkelt“ Reelle Zahlen
~» Grenzwerte (spater) i . : . . . y Eigenschatten
Betrige Die reellen Zahlen bilden ein Kontinuum ohne , Liicken". Betrige
Komplexe Komplexe
Zahlen Zahlen
Definition und Definition und
Rechenregeln Rechenregeln

\EYT EYAT QAT TN Ruhr-Universitat Bochum Dr. Jorg Harterich \WEXT EYAT QAL eT TN Ruhr-Universitdt Bochum Dr. Jorg Harterich

Ungleichungen: Rechnen mit < und > & Intervalle @

Die wichtigsten Teilmengen reeller Zahlen sind

i Fiir zwei reelle Zahlen a, b € R mit a < b ist i
Erste Beispiele . Erste Beispiele
@ [a,b] = {x € R;a < x < b} ein abgeschlossenes Intervall,
Mengen ) Mengen
Verkniipfungen » Verkniipfungen
_ _ _ Natiirliche a b X Natiirliche
Fiir das Rechnen mit Ungleichungen gelten ein paar Regeln: Zelilem ] Zelilem
_ e s e (a,b) = {x € R;a < x < b} ein offenes Intervall, g
e Falls x < y und y < z, dann ist x < z (,, Transitivitat") Potenzgesetze o Potenzgesetze
o Falls x <y, dann ist auch x + z < y + z S 2 b x P
Satz Satz
o Falls x <y ,dannistauch x-z<y-z Rotionale e (a,b] = {x€R;a< x < b} und el
Zablen [a,b) = {x € R; a < x < b} sind halboffene Intervalle. Zaen
ruchrechnung Bruchrechnung

Dezimalzahlen Dezimalzahlen

e 2ah Auch wenn unendlich keine Zahl ist, ist es doch praktisch e 7ah

— ° [a,00) = {x e R; a < x}, —

Komplexe o (a, OO) = {X c R, a<< X} 5 Komplexe

Zahlen Zahlen

S ® (—o00,b] = {x €R; x < b} und e
o (—oo,b) = {x € R; x < b} zu schreiben.
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Einfiihrung Einfiihrung
. . . Erste Beispiele B ) ) ) . B Erste Beispiele
Ineinandergeschachtelte Intervalle mit rationalen Endpunkten: Mengen Tatsache: Zwischen zwei rationalen Zahlen liegt immer eine Mengen
Verkniipfungen We|tere rat|on a Ie Za h I . Verkniipfungen
I_Qﬁ Natiirliche 0o H Natiirliche
1 — — 1 _ o Liicken dazwischen! o
f ! ! ! ! ! ! I\/%Hs;é'lndige I\/%Hs;é'lndige
nduktion nduktion
a1 a2 a3 a4 b4 b3 b2 b1 Potenzgesetze Wurzel aus 2 Potenzgesetze
Abzshlen Problem: Quadrat mit Flacheninhalt 2 konstruieren Abzshlen
Binomischer . . Binomischer
— Satz Gesucht: Seitenldange x Satz
V0||Stand|gke|tsaX|om ;ationale Gleichung: XX = 2 Rationale
wm_ o . ahlen Zahlen
Fiir jede Intervallschachtelung [a1, b1], [a2, b2], . .. gibt es Bruchrechnung B
Dezimalzahlen Dezimalzahlen
(mindestens) eine reelle Zahl, die in allen Intervallen enthalten Reelle Zahlen Behauptung Reelle Zahlen
Ist. e Fiir rationale Zahl x ist x - x = 2. Betrige
Komplexe Komplexe
Zahlen Zahlen
Definition und Definition und
Rechenregeln Rechenregeln
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Mathematischer Beweis @ Irrationalitit von v/2 M

Konkret:
Einfiihrung

Erste Beispiele Erste Beispiele

2
e - wenn (£)" =2 ware, damn wre % = 242

Einfiihrung

. . p . . Verkniipfungen Verkniipfungen
Wir tun so, als ob es eine solche Zahl x = - gibt und zeigen, Natiirliche 1. Fall: p ist nicht durch 2 teilbar. Dann steht rechts eine Natiirliche
H Zahl a o Zahl
dass das nicht gutgehen kann. olenige gerade und links eine ungerade Zahl. olenige
Induktion Induktion
Dabei diirfen wir annehmen, dass p, g € Z teilerfremd sind, Fotenzeset Das kann nicht sein! Fotenzeset
. Abzahl - - 5 Abzihl
d.h. wir haben schon gekiirzt. . 2. Fall: pist durch 2 teilbar. Dann ist -
atz Satz
Indirekter Bewei Rotionale © g nicht durch 2 teilbar und Rotionale
DCUEKICr BETCh Zahlen @ p = 2m fiir eine ganze Zahl m Zahlen
M : das G il d . lich . Bruchrechnung p= g ! Bruchrechnung
an nimmt das Gegenteil dessen an, was man eigentlich zeigen pruchrechnun: d.h. p? = (2m)2 = 4m? pruchrechnun:
mochtest und weist nach, dass das auf eine unsinnige (falsche) Reelle Zahlen 5 5 5 o Reelle Zahlen
Aussage fuhrt EigeTSCha&en @ 4m - 2q <:> 2m — q EigeTschaFten
: Betrde Kann auch nicht sein, denn nun steht links eine Betrde
Komplexe . Komplexe
Zahlen gerade und rechts eine ungerade Zahl. Zahlen

Definition und Definition und

Rechenregeln Es geht nicht! Es gibt keine solche Zahl g Rechenregeln
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Es gibt v/2 E Irrationale Zahlen &

Auch wenn keine Zahl x € Q Losung von
Einfiihrung Einfiihrung
2_ 5 Erste Beispicle Rationale Zahlen: Dezimalentwicklung abbrechend oder Erste Beispicle
X = Mengen H H H H Mengen
Verkniipfungen SChIIeBIICh perIOdISCh . A i Verkniipfungen
ist, gibt es doch eine Zahl x € R mit dieser Eigenschaft Natiirliche Irrationale Zahlen: Dezimalentwicklung unendlich und Natiirliche
! ) Zahlen Zahlen
Konstruiere dazu Intervallschachtelung Volltandige Vollstandige
[a1, b1] = [L, 2] porenesee Einige Irrationalzahlen: porensesee
Abzihlen Abzihlen
/ AN Einermitrar e +/n, falls n keine Quadratzahl SaraeneT
zu klein - zu groB Rationale o 7 (~ Kreisfliche, Kreisumfang, Kugelvolumen,...) Ratlonsle
= Bruchrechnun, Bruchrechnun,
[22, be] [1.4, 1.5] Dezimalzahlen o e (Eulersche Zahl) Dezimalzahlen
[as, b3] = [1.41, 1.42] oo o die meisten Logarithmen (siehe Kapitel 2) e
= Betrige Betrige
(a4, b4] [1.414, 1.415] e e 0.123456789101112131415161718202122232425 . . . -
Komplexe Komplexe
. Zahlen Zahlen

Definition und

Definition und
Rechenregeln

Rechenregeln

Vollstandigkeit = Intervallschachtelung enthilt eine reelle Zahl
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Nenner rational machen @ Der Betrag einer reellen Zahl M

Konvention: Moglichst keine Wurzeln im Nenner.

Einfiihrung Einfiihrung
Binomische Formel benutzen ;‘ e Der Betrag von x, geschrieben |x| ist der Abstand des Punktes x ;‘ s
e auf der Zahlengeraden vom Nullpunkt. ey
VBl (VBHD(WE+D) | (VE1(VE+1) _6+2vF e Anders ausgedriickt I
1 (V5- I T,
VE-1  (VB-1)(vE+1) « falls x > 0
Abzihlen x| = e Bl s = @) Abzihlen
Binomischer Binomischer
1 Satz . . atz
_ \/6 aF \/g _ \/6 aF \/g _ \/6 4 \/g gaﬁilonale Be|Sp|e|e: ;a:‘ilonale
V-5 (Vo-VB)(V6+vE)  6-5
Dezimalzahlen ’33‘ — 337 | . 17‘ — 177 |X2’ — )(27 denn X2 Z 0' Dezimalzahlen
Reelle Zahlen Reelle Zahlen
Eigenschaften Eigenschaften

Betrige

1 vVn+1++/n —vVa+i++n B Als ist er immer groBer (oder gleich) Null.

Jntl-vn (Vntl—n)(/ntl+yn) s et

Definition und
Rechenregeln

Definition und
Rechenregeln
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Rechenregeln fiir Betrage @ Die Dreiecks-Ungleichung &

Theorem Einfiihrung . n . Einfiihrung
(Theorem [ Variante der Dreiecksungleichung

Mengen

Fiir beliebige reelle Zahlen x,y € R gilt: M .. — "
g 4 £ Vot Fiir beliebige reelle Zahlen x,y,z € R gilt immer .
(') |X| >0 und |X| = 0 genau dann, wenn x = 0, Natiirliche Natiirliche
. Zahlen _ _ _ Zahlen
(“) |X . y| - |X| . |y ’ Vollstindige |X y| < ’X Z| + |y Z’ Vollsindige

Induktion
Potenzgesetze

< Dl’e'ecks n Ie.ch n 3 Potenzgesetze
(i) |x+y| < |x| +|y| (Drei ungleichung) Abz3hlen In Worten: Abzihlen

Binomischer .. . .. Binomischer
Begriindung Satz »Von Bochum nach Dortmund iiber Gelsenkirchen dauert langer s

Rationale i Rationale
(i) Kar . als von Bochum nach Dortmund. .

Bruchrechnung Bruchrechnung

. - oo - Dezimalzahlen . Dezimalzahlen
(i) vier Falle unterscheiden Cecle Zabon Beweis: Ceclle Zabion

(iii) Beide Seiten sind nicht negativ ~» Quadrieren erlaubt SRR AR
)=yl = lx=2) 4 =)l S =zl 42—yl = b=zl by 2] e
X2 + 2Xy —I_ 'y2 S X2 + 2|X| ) |'y| + ‘y2 = X'y S |X| ) |y| Z[:;wllfi:on und Z[:;wllfi:ion und

Rechenregeln

Rechenregeln

(\EYT EYAT QAT TN Ruhr-Universitat Bochum Dr. Jorg Harterich \WEXT EYAT QAL eI TN Ruhr-Universitdt Bochum Dr. Jorg Harterich

Gleichungen mit Betragen @ Ungleichungen mit Betragen M

Fiir welche reellen Zahlen ist der Abstand zu 0 genau doppelt so ;e:‘g:np‘ gchtung: ML-JIt|pI|Z|ert man ein Ungleichung mit einer ;e;:npl
groB wie der Abstand zu 307 Verkniipfungen ahl, dann wird aus < ein > und umgekehrt. ey

Dot Beispiel: [x — 3] — [x+2| < 4 Joxiiche
x| = 2|x — 30| zdllktt:gt Fallunterscheidung: ':dllktt:gt

Abzshlen O 1 Fal: x>3 also|x—3|=x—3und [x+2|=x+2 Abzzhlen

P SRS =

@ Falls x > 30, dann auch x > 0 Rationale @ 2 Fall -2 < x<3,also [x—3]=3—xund [x+2| =x+2 Keronate
Also x = 2(x — 30), das heifit x = 60. et Lose 3= x — (x+2) <4 & —2x <36 x> 3 v
@ Falls 0 < x < 30, dann ist x = 2(30 — x) zu I&sen, was auf  Reelle Zahien © 3. Fall: x< -2 also [x =3| =3 —xund [x+2| = =X =2 et zahien
x = 20 fiihrt i Lose3—x—(—x—-2)<4e3-—x+x+2<4e5<4 SEEEE

@ Falls x <0, dann ist —x = 2(30 — x) zu l6sen Sonplexe o nie erfillt 3 Komplexe
fiihrt nur auf x = 60 ~» keine Lésung mit x < 0 eI Lésungsmenge L = {x € R;x > —3}. Defriin i
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Noch ein Beispiel Komplexe Zahlen: Definition &

Aufgabe

3 2 Einfiihrung Offenbar hat die Gleichung x>+1 = 0 keine — = Einfiihrung
?

. . Erste Beispiele B Erste Beispiele
Fir welche reellen Zahlen ist reelle Lésung

Mengen

> [
‘X — 9| X + 2 Mengen ) ) i
Verkniipfungen Carl Friedrich GauB: ,,erfinde" neue Zahlen,

- AP, . . . Natiirlich
Losung: Sopene die solche Gleichungen lsen! D niche
. Vollstandige _— " " Vollstindige

@ Es muss x # 9 und x # —2 sein Induktion” Imaginare Einheit Indktion
Potenzgesetze Potenzgesetze

Verkniipfungen

@ 1 Fall: x <2, also [x —9[=9—xund x+2<0 Abzihlen 1. Schritt: Neue Zahl i mit der Eigenschaft /- i = —1. Abzihlen
Lose 3(x +2) <2(9—x) < 3x+6 <18 —2x & x < L2 = Bl
erfillt fur alle x < =2 Rationale Komp|exe Zahlen Rationale

Zahlen Zahlen
o io:eag(;f— ;)X><2(99 als:) |; _3>€<)|+:69>_1):3 ungxx(;_i i ?2 it 2. Schritt: Komplexe Zahlen = Zahlen der Form DTG
- — ? eelle Zahlen a+lb:a+lbm|ta,b€R eelle Zahlen
© 3.Fall: x>9 also [x— 9| =x—9und x +2 >0 et . & P i
oo Betrage 1 Betrige
Lose 3(x +2) > 2(x —9) & 3x +6 > 2x — 18 & x > —24 Komplexe C = Menge aller komplexen Zahlen Komplexe
~ fiir alle x > 9 erfiillt Zahlen Zahlen

Definition und Definition und

Rechenregeln

Rechenregeln

Lésungsmenge L = (—o0, —2) U (%, 9) U (9, 00).
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Beispiele komplexer Zahlen @ Die vier Grundrechenarten M

Achtung! 3 + 2i hat Realteil 3 und Imaginirteil 2 (1~ )

Einfiihrung
(ut+v)+(x+iy) = (u+x)+i(v+y)

Erste Beispiele Erste Beispiele

Geometrische Vorstellung:

“ Mengen Mengen
Komplexe Zahlen <« Ebene (,GauBsche Zahlenebene") Verkntpfungen Verkntpfungen
o ona o - oo on s
Realteil Re z — ,x-Koordinate" Ntiriche +Realteil +Realteil” und , Imaginérteil + Imaginarteil Notiriche
o o 0 o i Zahlen Zahlen
Imaginarteil Imz « , y-Koordinate Vollstindige Amaginaertei Vollstindige
Induktion Induktion
A Imaginaerteil Potenzgesetze ol Potenzgesetze
=3+4i Abzshlen 2+43i_L— Abzéhlen
Binomischer / Binomischer
atz atz
H Rationale =l Realteil Rationale
S+2i Zahlen N =eaiel Zahlen
Bruchrechnung Bruchrechnung
Realteil Dezimalzahlen Dezimalzahlen
| Reelle Zahlen . Reelle Zahlen
Eigenschaften Ana|og: Subtraktion Eigenschaften
Betrige Betrige
r Komplexe . . . Komplexe
—1-2i o (u+iv)—(x+iy)=(u—x)+i(v—y) e

Definition und
Rechenregeln

Definition und

Rechenreeeln » Realteil -Realteil und , Imaginarteil - Imaginarteil
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Die vier Grundrechenarten & Multiplikation in der Zahlenebene &

Multiplikation
Einfiihrung Aufgabe Einfiihrung
Erste Beispiele

Erste Beispiele

g g ] 4 . Multiplizieren Sie die Eckpunkte des Hauschens mit i.
(u+iv)-(x+iy) = ux+i(uy +vx)+i%(vy) = ux—vy+i(uy+vx)  Mengen P P i
Verkniipfungen Verkniipfungen
o “ .o Natiirliche Natiirliche
»~Ausmultiplizieren“ unter Beachtung von i< = —1 Zahlen A|m Zahlen
Vollstandige Vollstandige
Induktion Induktion
BeISpIe|e Potenzgesetze Potenzgesetze
. Abzshlen Abzshlen
) ) ) ) ) Binomischer . Binomischer
(5+3i)(4+5/)=20+12/ + 25/ — 15 =5+ 37i S 2+i Satz
Rationale Rationale
Zahlen Zahlen
Bruchrechnung Bruchrechnung
(3 4 4,)(3 _ 4,) — 9 < 12, _ 12, e 16 — 25 Dezimalzahlen Dezimalzahlen
Reelle Zahlen - Reelle Zahlen
Eigenschaften Eigenschaften
1 2 Re
Komplexe Komplexe
- - = .2 = Zahlen Zahlen
2’(4 + I) — SI + 2’ — _2 + 8I Definition und Definition und
Rechenregeln

Rechenregeln
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Multiplikation in der Zahlenebene @ Multiplikation in der Zahlenebene @

Multiplikation mit —1 + i

Multiplikation mit 7 Einfiihrung ) ... X ) 3 X ) Einfiihrung
e T e e e | e e s

Geometrisch: Multiplikation mit i entspricht Drehung um 90 Mengen Drehstreckung, genauer: Drehung um 135° gegen den Mengen
H H Verkniipfungen . . . Verkniipfungen
gegen den Uhrzeigersinn. o Uhrzeigersinn und Streckung mit Dehnungsfaktor v/2. o
Natiirliche N . Natiirliche
Zahlen Erklarung: spater Zahlen
. Indukdion ™ et
-1+2i ! “ m Potenzgesetze Potenzgesetze
Abzéhlen Abzéhlen
Binomischer “ Im Binomischer

atz atz

H A
2+| Rationale Rationale
Zahlen Zahlen
Bruchrechnung - Bruchrechnung
Dezimalzahlen )/T 2+I Dezimalzahlen
= Reelle Zahlen Reelle Zahlen
1 2 R Eigenschaften Eigenschaften
e Betrage

Betrige

Komplexe

Komplexe _3 _2 —1 1 2 Re Zahlen

Zahlen

Definition und

Definition und
Rechenregeln

Rechenregeln
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Die vier Grundrechenarten E Komplex konjugierte Zahlen &

DIVIdIeren Einfiihrung Def|n|t|0n Einfiihrung
u—+iv EERERL Sei z = x + iy € C eine komplexe Zahl. Dann heiBt z = x — iy Erste Belspicle
=777 Men M
z S gen d engen
X + I_y Verkniipfungen 1€ - Verkniipfungen
) . Natiirliche Physiker schreiben meist z* statt Zz. Natiirliche
Lose Glemhung Zahlen Zahlen
it it
U+ iv ez Beobachtung v
— =a+ibe utiv=(x+iy)(a+ib) = ax—by+i(ay+bx)  Abshien - . . 5 .\ 5 2 o 5 5 Abzihlen
X+ 1y Binomischer Z-Z= (X + Iy)(X - I.y) = X" — (Iy) =X"—Iy"=x"+y Binomischer
atz atz
o fationa! Reell und sogar > 0! fations!
bzw. zwei Gleichungen e e
Bruchrechnun, . el - Bruchrechnun,
ux + vy Dezimalzahlen Definition: Betrag einer komplexen Zahl Dezimatzahlen
a = —5—5 Reelle Zahl . . Reelle Zahl
x— by — U x2 + 2 benecntion. Der von z, geschrieben |z| ist der Abstand des Punktes benecntion.
v & el z = x + iy in der komplexen Ebene vom Nullpunkt il
ay + bX = 14 VX — U Komplexe Komplexe
b = Yy Zahlen (Pythagoras!). Zahlen
X% +y? T Izl =vx2+y2 =z z T
\WEYT EYAT QAT OTE AN Ruhr-Universitat Bochum Dr. Jorg Harterich \WEXT EYAT QAL eT T AN Ruhr-Universitdt Bochum Dr. Jorg Harterich

Anschaulich @ Einfacher dividieren: Nenner reell machen @

Komplexe Konjugation = Spiegelung an der reellen Achse —
Almaginaer‘teil Einfithrung Be|sp|e| Einfithrung
Erste Beispiele

5 3 Erste Beispiele
Z=9+JI
] Mengen Mengen
/ Verkniipfungen 3 _|_ i (3 + I) Verkniipfungen
Natiirliche 5 — 5 Natiirliche
la Zahlen 2 — 3[ (2 — 3/) Zahlen
- Vollstandige . Vollstandige
Realteil (ehgiter 3+11) 3 11 . ek iter
Potenzgesetze = ﬁ = — + — Potenzgesetze
7=5-3i Abzshlen 2 + 3 13 13 Abzshlen
Binomischer Binomischer
Satz

Satz
. n . Rationale A”gemeln Rationale
Rechnen mit komplex konjugierten Zahlen Zahlen Zahlen
Bruchrechnung Bruchrechnung

Dezimalzahlen

omFm=n+nfira,zneC uriv (st iv)
Reelle Zahlen - — - Reelle Zahlen
@ Z1 - 2p = 71 - Zo fur 21,20 € C Eiier;;ceha&en X+ 1y (X + /y) Eiier;;ceha&en
(] ? =z fur Z &€ (C Komplexe . ux + Vy + I(VX — Uy) Komplexe
1 1 Zahlen — X2 + 2 Zahlen
© Rez=3(z+2Z)undImz = 5;(z - 2) R y e

WEMIS BV QLTI ITERANNON Ruhr-Universitdt Bochum Dr. Jorg Harterich WEMIS BV QLTI ITERANNON Ruhr-Universitdt Bochum Dr. Jorg Harterich



	Einführung
	Erste Beispiele

	Mengen
	Verknüpfungen

	Natürliche Zahlen
	Vollständige Induktion
	Potenzgesetze

	Abzählen
	Binomischer Satz

	Rationale Zahlen
	Bruchrechnung
	Dezimalzahlen

	Reelle Zahlen
	Eigenschaften
	Beträge

	Komplexe Zahlen
	Definition und Rechenregeln


