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Jetzt beniitzen die verdammten Gottinger meine scho-
ne Wellenmechanik zur Ausrechnung ihrer Sch....-
Matrixelemente"”

Erwin Schodinger (Osterreichischer Physiker, 1887-1961)
(Mit Gottinger waren Werner Heisenberg, Max Born und
Pascual Jordan gemeint.)

Die Quanten sind doch eine hoffnungslose
Schweinerei!

Max Born (deutscher Physiker, 1882-1970)

Bildung ist das, was iibrig bleibt, wenn
man alles vergessen hat, was man ge-
lernt hat.

Werner Karl Heisenberg (deutscher
Physiker, 1901-1976)

Es gab eine Zeit, als Zeitungen sagten, nur zwolf Menschen verstinden die
Relativittstheorie. Ich glaube nicht, dass es jemals eine solche Zeit gab.
Auf der anderen Seite denke ich, es ist sicher zu sagen, niemand versteht
Quantenmechanik.

Richard Feynman (US-amerikanischer Physiker, 1918—1988)
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Vorweg ...

Dieses Skript beruht auf den Vorlesungen “Theorie der chemischen Bindung” die
von mir in den Wintersemestern 06/07 und 08/09 gehalten wurden. Obwohl es
verhéltnismiBig ausfiihrlich gehalten ist, damit der Tafelanschrieb und aufgeleg-
te Overheadfolien nicht abgeschrieben werden miissen, ist es kein Ersatz fiir ein
Lehrbuch und sollte nicht als alleinige Grundlage zur Vorbereitung auf die Ab-
schlussklausur verwendet werden. Abweichungen der Vorlesung vom Skript sind
moglich. Es wird unbedingt empfohlen den Vorlesungsinhalt mithilfe den auf Sei-
te v empfohlenen oder anderen Lehrbiichern der Theoretischen Chemie nachzu-
arbeiten und zu vertiefen. Besonders wichtige fiir den Erfolg in Abschlussklausur
ist die aktive Teilnahme an den begleitenden Ubungen, in denen die Anwendung
des in der Vorlesung vermittelten Stoffes eingeiibt wird.

Trotz sorgfiltigen Korrekturlesens enthilt das Skript wahrscheinlich noch eine
Reihe bislang unentdeckter Fehler. Hinweise werden gerne unter der Emailadresse
christof.haettig@rub.de entgegen genommen!

Bochum, 21. Februar 2011

Christof Hdittig
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Arbeitsgebiete der Theoretischen Chemie
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I i Theoretische Chemie

Die freie Enzyblopadic

Navigation ., . ) 3 o )
Theoretische Chemie ist die Anwendung nichtexperimenteller (Ublicherweise

mathematischer oder computersimulationstechnischer) Methoden zur Erklarung
oder Vorhersage chemischer Phanomene. Daher beschaftigt sie sich in erster
Linie mit der Entwicklung beziehungsweise Weiterentwicklung von Methoden, mit
denen die chemischen und physikalischen Eigenschaften der Materie berechnet
werden kdnnen, sowie mit deren computertechnischen Implementierung durch
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= Wikipedia-Portal

. Letzte Anderungen
= Spenden

Suche
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Werkzeuae

Programme meist in Fortran oder C. Die entwickelten Computerprogramme
werden dann im Rahmen der Computerchemie nicht nur von Vertretern der
Theoretischen Chemie, sondern auch von anderen Bereichen der Chemie zur
Unterstltzung bei der Ldsung von chemischen Problemstellungen verwendet.
Untergeordnet werden auch neue Ansatze zur Interpretation von Ergebnissen
erforscht.

Inhaltsverzeichnis [Anzeigen]

Abbildung 1.1: Wikipedia-Eintrag zur Theoretischen Chemie im Herbst 2006.

Die Theoretische Chemie ist der Teilbereich der Chemie, die sich in der Mit-
te des zwanzigsten Jahrhunderts im interdisziplindren Bereich zwischen Chemie,
Spektroskopie und Theoretischer Physik entwickelt hat.
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Tabelle 1.1: Vergleich zwischen experimenteller und theoretischer Chemie.

Experimentelle Chemie Theoretische Chemie
im Durchfiihrung von Modellrechnungen auf der
Mittelpunkt Experimenten, Auswertung Basis phySﬂ.(ahSCher
und Interpretation Theorien
“Werkzeuge” Synthese, Analys:e und Computersimulationen
Spektroskopie

Allgemein beschiftigt sich die Chemie mit der Untersuchung von Stoffeigen-
schaften und Reaktionen. In den experimentellen Teilbereichen steht dabei die
Durchfiihrung von Experimenten und ihre Auswertung und Interpretation im Rah-
men eines Modells im Vordergrund. Die wichtigsten Methoden sind dabei die
Synthese, Analyse und Spektroskopie von Substanzen. In der Theoretischen Che-
mie steht die Vorhersage und Erkldrung von Strukturen, Eigenschaften und Spek-
tren auf der Basis grundlegender physikalischer Theorien (Quanten- und klas-
sische Mechanik und statistische Thermodynamik) im Zentrum. Das wichtigste
“Werkzeug” hierfiir sind Computersimulationen (“Computerexperimente”). Da-
bei liefern die komplimentiren Methoden der experimentellen und der theoreti-
schen Chemie héufig Informationen, die sich gegenseitig ergdanzen, und ermogli-
chen eine unabhiingige Uberpriifung von Ergebnissen und deren Interpretationen
oder von Vorhersagen.

Die Theoretische hat sich seit ihrer Enstehung in ein breites Fachgebiet ent-
wickelt, dass sich heute mit vielen unterschiedlichen Aspekten der Chemie be-
schiftigt und dazu sehr unterschiedliche Techniken verwendet. Drei wichtige Teil-
gebiete der Theoretischen Chemie sind:

Die Quantenchemie, bei der die Berechnung von Strukturen und Eigenschaf-
ten (insbesondere von Spektren) auf der Grundlage der (zeitunabhiingigen)
Schrodingergleichung im Mittelpunkt steht.

Die Quantendynamik, die sich mit der Beschreibung von Reaktionabldufen auf
der Grundlage der zeitabhdngigen Schrodingergleichung beschiftigt.
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Die Molekulardynamik, deren Thema die Anwendung der klassischen Mecha-
nik zur Simulation von dynamischen Prozessen in grossen Systeme (Losun-
gen, Proteine, Grenzflichen, u.4.) ist.

Die “Theorie der chemischen Bindung” ist ein Teilgebiet der Quantenchemie,
das sich mit der quantenmechanischen Beschreibung chemischer Bindungen be-
schiftigt. Sie ist das Hauptthema dieser Vorlesung. Ein weiterer Schwerpunkt der
Vorlesung ist die Einfithrung der wichtigsten dazu benétigten Grundlagen der
Quantenmechanik, wobei im Zentrum die Vermittlung der grundlegenden Kon-
zepte stehen wird, weniger ihre detaillierte mathematische Herleitung und Ausar-
beitung.

1.2 Geschichtliche Entwicklung

Theoretische Modelle zur Beschreibung der chemischen Bindung sind fast so alt
wie die moderne Chemie {iberhaupt:

1812 Jons J. Berzelius: Bindungen zur Erkldrung des Gesetzes konstanter Pro-
portionen

1852 Edward Frankland: Begriff der Wertigkeit

1915/16 Walter Kossel, Gilbert N. Lewis: Oktettregel, Valenztheorie kovalenter
Bindungen (durch gemeinsame Elektronenpaare)

Das heutige Verstdndnis der chemischen Bindung entstand mit der Entwick-
lung der Quantenmechanik (1925, Heisenberg/Schrodinger):

1927 Walter Heitler, Fritz Walter London
Beschreibung der kovalenten Bindung in H:

“Wechselwirkung neutraler Atome und homdoopolare Bindung nach der
Quantenmechanik.” in: Z. Physik, 44, 455-472 (1927).

1927 Max Born, J. Robert Oppenheimer:
Separation von Kern- und Elektronenbewegung (BO-Niherung),
in: Ann. Phys., 84, 457-484 (1927)

1928 Friedrich Hund, Robert S. Mulliken:
MO-Theorie, Deutung von Molekiilspektren, etc.
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1929 John C. Slater:
Formulierung von Mehrelektronenwellenfunktionen als Determinanten,
in: Phys. Rev., 34, 1293 (1929),
dariiber hinaus Entwicklung der Valence Bond Theorie, u.a.

ca. 20er bis 30er Jahre Linus Pauling:
Konzept der Hybridisierung, Valence Bond Theorie, Elektronegativitét
1939 Lehrbuch “The Nature of the Chemical Bond”,
1954 Nobelpreis fiir Chemie

1930/31 Erich Hiickel: Hiickel-Nédherung

1937 Hans G. Hellmann:
Lehrbuch “Einfiithrung in die Quantenchemie”

60er Jahre “Extended Hiickel”-Nédherung, Konzept von der “Erhaltung der Or-
bitalsymmetrie” (Woodward-Hoffmann-Regeln)

seit 60er Jahre Entwicklung standardisierter Ndherungsmethoden zur Berech-
nung von Molekiilstrukturen und Eigenschaften

1998 John A. Pople und Walter Kohn erhalten den Nobelpreis fiir Chemie fiir die
Entwicklung quantenchemischer Computerprogramme und die Dichtefunk-
tionaltheorie.

heute: standardmiBiger Einsatz quantenchemischer Rechnungen zur Uberprii-
fung und Ergénzung von

Rontgenstrukturanalysen
NMR-, UV-, IR-Spektroskopie

thermodynamischer Daten
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Quantenmechanische Grundlagen

Bevor die Grundlagen der Quantenmechanik eingefiihrt werden, sollen kurz die
wichtigsten Grundziige der klassischen Mechanik wiederholt werden. Dies soll
zum einen klarer machen wo genau die Unterschiede zwischen der klassischen
und der quantenmechanischen Beschreibung liegen, zum anderen findet man ei-
nige wichtige Grundprinzipien aus der klassischen Mechanik in der Quantenme-
chanik wieder.

2.1 Bewegungsgleichungen der klassischen Mecha-
nik

Wollte man Elektronen und Atomkerne mit der klassischen Mechanik (und Elek-
trostatik) beschreiben, dann wiirde man dies @hnlich wie bei einem Planetensy-
stem tun. In erster Ndherung wiirden diese Teilchen als ausdehnungslose, elek-
trisch geladene, Massepunkte behandelt werden, die sich unter dem Einfluf} der
gegenseitigen Anziehungs- und AbstoBungskriifte im dreidimensionalen Raum R3
bewegen. Kennzeichnend fiir die klassische Mechanik ist dabei, dass, sofern die
wirkenden Krifte und die Anfangsbedingungen bekannt sind, fiir jedes Teilchen
der genaue Aufenthaltsort 7 als Funktion der Zeit ¢ (seine sogenannte Bahnkur-
ve oder Trajektorie) berechnet werden kann. Wichtige Groflen der klassischen
Mechanik sind:
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Bahnkurve (Trajektorie) 7(¢)

dr(t
Geschwindigkeit i(t) = —:;t )
. . do(t)  d*7(t)
Beschl = -
eschleunigung a(t) = =
Impuls p(t) = mu(t)

Newton! fasste in seinen Werk “Philosophiae Naturalis Principie Mathemati-
ca” die Grundgesetze der Bewegung in drei Axiomen zusammen.

Die Newtonschen Gesetze (Gesetz 2.1) Die Bewegung von Korpern wird
durch die folgenden drei Prinzipien bestimmt:

1. Das Trigheitsprinzip:
Ein Korper auf den keine Krdifte einwirken bleibt in Ruhe oder bewegt
sich mit konstanter Geschwindigkeit.

2. Das Aktionsprinzip:
Wirkt auf einen Korper eine Kraft ein, ist die Anderung seines Impulses
gleich der einwirkenden Krafft.
dp

F=2 2.1
0 2.1)

~ dv
Bei konstanter Masse m gilt: F' = ma = ma
3. Das Reaktionsprinzip (actio = reactio):
Krifte treten immer paarweise auf. Ubt ein Korper A eine Kraft auf
einen Korper B aus, so wirkt auch eine entgegen gerichtete, gleich
grofie Kraft von B auf den Korper A.

Die Newtonsche Bewegungsgleichung aus dem Aktionsprinzip ist eine Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Bahnkurve 7(¢): zur eindeutigen Losung

1Sir Isaac Newton, 1642—1927.
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miissen zwei Randbedingungen (Integrationskonstanten) angegeben werden, z.B.
Ort und Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt .

Freier Fall (Wurf) (Beispiel 2.1) Das Teilchen (z.B. eine Kugel oder ein Ball)
wird zum Zeitpunkt ty = O bei einer Startposition mit einer Anfangsgeschwindig-
keit versehen und fliegt (oder fillt) dann unter dem Einfluss der Schwerkraft:

0 Vz0
e Rand- oder Anfangsbedingungen: 7o = | 0 | und vop = | 0
0 V20
. 0
e konstante (Gravitations-)Kraft: F' = 0
o [ntegration der Bewegungsgleichung:
.. 0
ait) = r(t) = (0 (2.2)
g
h V0
u(ty) = 170+/c?(t)dt = 0 (2.3)
0 V20 — gtl
“ Uzol1
Fit) = 7o+ / a(t)dt = 0 (2.4)
0 UZOtl - %gt%

Diese Vorgehensweise ist im Prinzip sehr einfach. Die Gleichungen sind aber nur
fiir einfache Fille leicht zu 16sen.

2.1.1 Kraftfelder und Potentiale

Hat die Kraft ihren Ursprung in einem Potential V', das heisst sie lédsst sich schrei-
ben als Gradient einer Potentialfunktion V' (), die nur vom Ort (nicht von der Zeit,
Geschwindigkeit, etc.) abhingig ist:

dv
dx

F(F)=-VV(FE) =X |, (2.5)

dv
dz
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dann spricht man von einem konservativen Kraftfeld. (Anmerkung: V() ist da-
bei nur bis auf eine Integrationskonstante bestimmt. Wird ein konstanter Wert zu
V (7) addiert, dndert dies nicht die Ableitungen in VV/ (7).)

Dieser Fall ist fiir die Beschreibung von Molekiilen wichtig, da das Potential
V' (7) zum Beispiel das elektrische Potential der Atomkerne und Elektronen in
einem Molekiil sein kann.

Energieerhaltungssatz (Gesetz 2.2) In einem konservativen Kraftfeld gilt:

il

L4V =i T Foi= (ma-F)-7=0 @6

T = 242 = ;-p? bezeichnet man als Kinetische Energie und V (7') als po-

tentielle Energie. 1 = T'+V ist die Gesamtenergie oder Hamiltonfunktion.

(Die Kettenregel der Differentialrechnung gibt fiir die Ableitung von V' (7)
nach der Zeit £V (7) = 3, . 9% = VV -9 = F-7und fur den ersten Term
dv% _ oz dT _ o9z S
S =200 =20-0)

Ein wichtiger Spezialfall konservativer Kraftfelder sind Zentralfelder, fiir die
das Potential V' nicht vom Winkel abhéngt, sondern nur vom Abstand r von einem
Zentrum (in das man meist auch den Koordinatenursprung legt). Dann héngt auch
der Betrag der Kraft F' = |F’| nicht vom Winkel ab:

Vi) = V() = FG)=F0)- mit Fir) = -2

" o 2.7)

In solchen Zentralfeldern bleibt der Drehimpuls erhalten. Der Drehimpuls [ ist
definiert als das Kreuzprodukt aus Ort und Impuls:

[=7xp (2.8)
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Drehimpulserhaltungssatz (Gesetz 2.3) : Ist die einwirkende Kraft unab-
hdngig vom Winkel, dann ist der Drehimpuls (das Kreuzprodukt aus Ort und
Impuls) unabhdngig von der Zeit:

d . . .
E#Fxﬁ):: FXp 47Fxp=7xF =0 (2.9)
mixXv=0

da 7 und F in Zentralfeldern parallel sind.

Beispiel: Planet im Gravitationsfeld der Sonne

msmp msmp T

2

— F=-G
T T

V—_a (2.10)

Auch die elektrischen Felder von Elektronen und Atomkernen sind Zentralfelder!
Wir konnen daher erwarten, dass die Drehimpulserhaltung fiir Atome eine wich-
tige Rolle spielt.

Einen weiteren Erhaltungssatz erhilt man fiir den Fall, dass auf den betrachteten
Korper keine duflere Kraft wirkt, /' = 0.

Impulserhaltungssatz (Gesetz 2.4) Wirkt keine Kraft, gilt der Impulserhal-
tungssatz:

—F=F=0 2.11)

Anmerkung zu Erhaltungsgrossen:
ErhaltungsgréBen sind GroBen, die sich nicht mit der Zeit dndern. Sie haben ihren
Ursprung in kontinuierlichen Symmetrien:
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ErhaltungsgroBe | Symmetrie

Energie Potential zeitunabhingig (Translation in der Zeit)

Impuls Potential ortsunabhiingig (Ortstranslation)

Drehimpuls Potential winkelunabhéngig (Rotation der Ortskoordinaten)

Dieser Zusammenhang ist als Noether-Theorem? bekannt und gilt auch in der
Quantenmechanik.

Zusammenfassung:

1. In der klassischen Mechanik konnen Ort und Impuls und andere observable
GroBen exakt als Funktionen der Zeit angegeben werden.

2. Kennt man den Zustand (Orte, Impulse, Massen, etc.) eines physikalischen
Systems zu einem Zeitpunkt ¢;, kann der Zustand zu jeder anderen Zeit
t im Prinzip beliebig genau berechnet werden (limitiert nur durch die zur
Verfiigung stehenden Rechenméglichkeiten).

3. Liegt eine kontinuierliche Symmetrie (z.B. bzgl. Drehung, Orts- oder Zeit-
verschiebung) vor, gibt es eine zugehorige Erhaltungsgrofe.

2.1.2 Mehrteilchensysteme

Wir betrachten als Beispiel ein System aus mehreren geladenden Teilchen mit
den Massen m; und den Ladungen ¢;, die iiber eine Coulombkraft als Zentralkraft
miteinander wechselwirken. (Ein anderes Beispiel wire die Gravitationskraft zwi-
schen Planeten). Die Koordinaten der Teilchen werden mit 7; und die Impulse mit
p; = m;T; bezeichnet. Die Gesamtkraft, die auf das Teilchen 7 wirkt ist dann die
Summe der Krifte, die alle iibrigen Teilchen auf dieses eine Teilchen ausiiben:*

= L qiq; 73 = L qrgj .
Fizg — J_ 1 :—Vig — = mit v, =71, — 75 2.12
.. ' 47T€0|7?jk| J J ( )
i<k
~————
V(F17F7L7"')

’Das Theorem wurde 1918 von Emmy Noether formuliert: Zu jeder kontinuierlichen Symme-
trie eines physikalischen Systems gehort eine Erhaltungsgrofle und umgekehrt.

3Dies hatte einen bedeutenden Einfluss auf die Philosophie (Stichworte: Determinismus, Ma-
terialismus)

4Zur Berechnung von 61‘717‘ siehe Gl. (A.17) in Abschnitt A.1.
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Fiir alle Teilchen in diesem System konnen die Krifte als Ableitungen einer Po-
tentialfunktion

1 .
V(. )= —— 0 (2.13)

— e |7k

berechnet werden, die die Wechselwirkung zwischen allen Teilchenpaaren be-
riicksichtigt. (Daher die Summe iiber alle Paare j < £ in der letzten Gleichung.)
Die GroBe V (77, 7, . . .) ist dann die gesamte potentielle Energie des Teilchensy-
stems. Die Gesamtkraft, die auf dieses System von Teilchen wirkt, ist die Summe
der Kriifte auf alle Teilchen: F = > F,. Auf dhnliche Weise sind auch der Ge-
samtimpuls und der Gesamtdrehimpuls definiert als Summen der entsprechenden
GroBen fiir alle Einzelteilchen:

Gesamtimpuls: P = Z D

Gesamtdrehimpuls: L= ZE = Z 7 X P

Die Gesamtenergie (Hamiltonfunktion) H ist definiert als Summe der kinetischen
Energie aller Teilchen und der bereits oben angegebenen gesamten potentiellen
Energie:

%Qj
H = 2.14
Z 2m; Z 47‘[‘60 |75 — 7] ( )

In der Regel werden fiir die Gesamtgrofen als Symbole Grobuchstaben und fiir
GroéBen von Einzelteilchen Kleinbuchstaben verwendet.

In einem System, auf dass keine dulleren Krifte wirken, gelten fiir die Ge-
samtgrofen Erhaltungssitze:

e Erhaltung der Gesamtenergie:

dH [ (9H dp]“' = N
IH _ iy Vl-H)n-] (2.15)
| X aa

% k=xy,z
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e Erhaltung des Gesamtimpulses:

dP

 _F=0 2.16

I (2.16)
e Erhaltung des Gesamtdrehimpulses:
dL

— =0 2.17

7 2.17)

Wichtig:

e Bei vektoriellen GroBen wie Impuls und Kraft wird die Gesamtgrofle als
Vektorsumme berechnet.

e Um den Betrag vektorieller Gesamtgrofen zu bestimmen muss zuerst die
Vektorsumme, dann der Betrag berechnet werden, z.B.:

2= |20 2 X1

Anmerkung:

Wir haben hier die klassische Mechanik in ihrer einfachsten von Newton ent-
wickelten Formulierung betrachtet. Es gibt modernere, mathematisch allgemei-
nere Formulierungen (z.B. den Lagrange- und den Hamilton-Formalismus), die
wichtige Einfliisse auf die Formulierung der Quantenmechanik hatten. Wir haben
uns hier auf die Wiederholung der wichtigsten Grundlagen der klassischen Me-
chanik beschrinkt. Fiir ausfiihrlichere Darstellung den klassischen Mechanik sei
auf Lehrbiicher der Physik verwiesen.’

2.2 Welle-Teilchen-Dualismus

Um das Ende des 19. und den Anfang des 20. Jahrhunderts zeigten verschiede-
ne Experimente — insbesondere aus dem Bereich der Atomphysik — dass die
klassische Mechanik verschiedene Grenzfille nicht richtig beschreibt.

SHier sehen nur als Beispiele zwei Biicher genannt: Goldstein, Poole, Safko, “Klassische Me-
chanik, Wiley-VCH und Nolting, “Grundkurs Theoretische Physik 3”, Zimmermann-Neufang.
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Abbildung 2.1: Spektralverteilung der Hohlraum oder Schwarzkorperstrahlung.

Ultraviolett-Katastrophe und Photoeffekt

Versuche, die Spektralverteilung eines sogenannten “schwarzen Korpers” oder
Hohlraums (der bei allen Wellenldngen gleichgut Energie als Licht abstrahlen
kann) auf der Grundlage der klassischen Elektrodynamik und statistischen Phy-
sik als Funktion der Temperatur zu berechnen, schlugen fehl. Sie fiihrten zu der
falschen Vorhersage, dass die gesamte Strahlungsenergie in Form extrem hochfre-
quenter (d.h. kurzwelliger) elektromagnetischer Wellen vorliegen wiirde (Stich-
wort: Ultraviolett-Katastrophe). Dies stand im Widerspruch zur experimentell ge-
fundenen Spektralverteilung, wie sie in Abbildung 2.1 gezeigt ist. Die experimen-
telle Spektralverteilung der Hohlraumstrahlung konnte Plank 1900 nur damit er-
kldren, daf} die Energie elektromagnetischer Wellen (wie Licht) nur in ganzzahli-
gen Vielfachen von Quanten iibertragen werden kann, deren Energie proportional
zur Frequenz v ist:

E=hv (Planck-Einstein-Beziehung) (2.18)
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Abbildung 2.2: Links: beim Photoeffekt werden durch Bestrahlung mit kurzwel-
ligem Licht Elektronen aus einer Metalloberflache herausgeschlagen. Rechts: die
Auswertung der experimentellen Messdaten zeigt, dass die Frequenz der Strah-
lung eine Mindestgrofe erreichen muss, damit Elektronen aus der Oberflidche her-
ausgeschlagen werden konnen. Ab diesem Punkt nimmt die kinetische Energie
der herausgeschlagenen Photoelektronen linear mit der Strahlungsfrequenz zu.

Der Proportionalititsfaktor h = 6.626176 - 1073*.Js wird heute als Planksches
Wirkungsquantum bezeichnet. Damit konnte Plank das Strahlungesetz herleiten,
dass die experimentell gefundene Energiedichte als Funktion der Frequenz und
Temperatur richtig beschreibt:

Uw,T) = ———— (2.19)

Diese Entdeckung Planks gilt als “Geburtsstunde” der Quantentheorie.

Mit Hilfe von Lichtquanten konnte Einstein 1905 auch den Photoeffekt er-
kldren (vgl. Abb. 2.2). Beim Photoeffekt werden durch Bestrahlung mit kurz-
welligem Licht Elektronen aus einer Metalloberfliche herausgeschlagen. Dabei
muss die Frequenz der Strahlung eine Mindestgrof3e haben, bevor ein Austritt von
Elektronen beobachtet wird. Ab dieser Mindestfrequenz wird beobachtet, dass
die kinetische Energie der herausgeschlagenen Elektronen mit der Frequenz der
Strahlung linear zu nimmt. Die Intensitit der Strahlung beeinflult nur die Men-
ge der herausgeschlagenen Photoelektronen, aber nicht die kinetische Energie er
einzelnen Photoelektronen und beeinflult auch nicht die benétigte Mindestfre-
quenz. Einstein erklirte diesen Effekt damit, dass jedes einzelne Lichtquant bei
der Absorption an der Metalloberfliche seine Energie an ein einzelnes Elektron
des Metalls abgibt. Erst wenn die Energie des Lichtquants groBer ist als die Ener-
gie W, (Austrittsarbeit), mit der das Elektron im Metall gebunden ist, wird es
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Abbildung 2.3: Termschema der Energieniveaus im Wasserstoff-Atom und die
Spektrum auftretenden Uberginge.

herausgeschlagen. Die iiberschiissige Energie erhilt das Elektron als kinetische
Energie.

Diskrete Atomspektren und der Franck-Hertz-Versuch

Auch die experimentell beobachteten diskreten Atomspektren (Balmer-Serie 1885,
Rydberg-Serie 1890), in denen einzelne Linien auftreten und die diskreten Ener-
giezustinde in Atomen, die beim Franck-Hertz-Versuch (Franck und Hertz, 1914)
beobachtet wurden, konnten mit der klassische Physik nicht erklidrt werden. Erst
1913 gelang es Bohr die Energieniveaus des H-Atoms teilweise mit einem Atom-
modell zu erklédren, das forderte, dass der Betrag des Drehimpulses des Elektrons
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Abbildung 2.4: Fiir stehende Wellen deren Anfangs- und Endpunkte fest sind und
daher in Ruhe bleiben miissen, konnen nur mit Wellenldngen schwingen, die mit
einem ganz- oder halbzahligen Vielfachen zwischen Anfangs und Endpunkt pas-
sen.

nur ganzzahlige Vielfache von & = h/27 annehmen kann,

| =1=nh mit n=1,2,3,... (Quantelung des Drehimpulses)
(2.20)

und damit fur das Elektronen nur bestimmte “Bahnen” oder Zustinde erlaubte.

Eine derartige Quantelung von physikalischen Gréen und damit verbundene
diskrete Zustdnde kannte man vorher nur von stehenden Wellen (zum Beispiel auf
Saiten in Musikinstrumenten), wie sie in Abb. 2.4 gezeigt sind.
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Postulierung eines Welle-Teilchen-Dualismus fiir Photonen und Materie

Louis-Victor de Broglie zeigte 1923/24 in seiner Doktorarbeit, dass sich der Pho-
toeffekt und die Quantisierung von Energie und Drehimpuls im Wasserstoff-Atom
verstehen lassen, wenn man Lichtstrahlung und Elektronen (und ebenso anderer
Materie) sowohl Teilchen als auch Wellencharakter zuschreibt. Aus der Planck-
Einstein-Beziehung (E = hv) und der Relativititstheorie konnte de Broglie fiir
den Teilchenimpuls und die Wellenldnge die Beziehung

A=nh/p (de Broglie-Wellenléinge) (2.21)

herleiten. Fiir schwere Teilchen sind die de Broglie-Wellenldngen so lang, dass sie
nicht beachtbar sind und fiir die Beschreibung dieser Teilchen die klassische Phy-
sik ausreichend genau ist. Fiir sehr leichte Teilchen, insbesondere Elektronen und
Photonen, muss der Wellen- und der Teilchencharakter beriicksichtigt werden, um
ihr Verhalten richtig zu beschreiben. Dazu muf3 die klassische Mechanik in dhn-
licher Weise zu einer Wellenmechanik erweitert werden, wie im 17. Jahrhundert
die Strahlenoptik zu einer Wellenoptik.

Strahlenoptik <o > klassische Mechanik
Wellenoption Wellenmechanik
(Quantenmechanik)

So wie die Strahlenoptik nur giiltig ist, wenn die Dimensionen der Gegen-
stande, die mit der Strahlung untersucht werden, sehr grof sind im Vergleich zur
Wellenlinge der Strahlung (Lichtbeugung am Spalt!), ist die klassische Mechanik
nur giiltig fiir Ausdehnungen, die sehr groB3 sind im Vergleich zur de Broglie-
Wellenldnge der betrachteten Teilchen oder fiir Wirkungen (Energie x Zeit, Ort
x Impuls) die sehr grof3 sind im Vergleich zum Plankschen Wirkungsquantum .
(Wirkungen haben die Dimension Energie x Zeit bzw. Impuls x Ort (Js).)

Die Heisenbergsche Unschiirferelation

Aus den Welleneigenschaften von Teilchen folgt, dass, ebenso wie dies fiir andere
Wellen, wie z.B. Wellen auf einer Wasseroberfldche der Fall ist, ihr Ort und Impuls
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nicht gleichzeitig beliebig genau (,,scharf*) gemessen werden konnen. Heisenberg
formulierte dies 1927 in der nach ihm benannten Unschirferelation:

Az -Ap, Z h (Heisenbergsche Unschiirferelation) (2.22)

fiir die Beugung am Doppelspalt. Dabei sind Az und Ap, die Unbestimmthei-
ten einer Ortskoordinate und der zugehorigen Impulskomponente. Kennard leite-
te spater die Unschérferelation aus den Postulaten der Quantenmechanik ab und
prézisierte die Gleichung zu

> _h (2.23)

Oy Op.
Pe~ g 9

wobei o, und o, die Standardabweichungen fiir x bzw. p,, sind.

2.3 Motivation der Schrodingergleichung

Ein quantenmechanischer Formalismus, der den experimentell gefundenden Dua-
lismus von Wellen- und Teilchencharakter beriicksichtigt und die Mechanik fiir
atomare Dimensionen erweitert, muss einige Forderungen erfiillen:

e Die Unteilbarkeit von Teilchen muss beriicksichtigt werden: es werden nur
ganze Photonen, Elektronen, etc. beobachtet.

e Der Wellencharakter, d.h. Interferenzerscheinungen und Unschérfe, miissen
richtig beschrieben werden.

e Im Grenzfall fiir Wirkungen, die sehr grof3 sind im Vergleich zum Plank-
schen Wirkungsquantum h, muss dieser neue Formalismus zu den gleichen
GesetzméBigkeiten und Vorhersagen fithren, wie die klassische Mechanik.
Dies wird als Korrespondenzprinzip bezeichnet.

Aus dem Welle-Teilchen-Dualismus folgt, da8 ein freies Teilchen mit festem
Impuls p, auf das keine duBeren Krifte wirken und das sich daher mit konstan-
ter Geschwindigkeit ¥ = p/m durch den Raum bewegt, durch eine ebene Wel-
le beschrieben werden muf3. Mit komplexen Zahlen 146t sich eine ebene Welle
schreiben als:

U (7 t) = G ) (2.24)
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wobei A die Amplitude, \,, A, und )\, die Wellenlidngen entlang der drei Raum-
richtungen und v die Frequenz der Welle ist. Wird nun die von de Broglie aufge-
stellte Beziehung (2.21) zwischen Wellenlidnge und Impuls

P=p, | =n|1/)\ | =270 | 1/), (2.25)
Y22 1/>‘Z 1/>\Z

und die Planck-Einstein-Beziehung (2.18) zwischen Frequenz und Energie £ =

hv eingesetzt, fiihrt dies auf die Gleichung:

(7 t) = Ae™" (i) _ pei (7-E2) (2.26)
Differenziert man diese Gleichung nach dem Ort bzw. nach der Zeit, findet man:
2\L[/(F, t) = +sz U (7, t) (2.27)

ox h
%\I/(F, P = —% EU(F 1) (2.28)

Dies sind Operator-Eigenwertgleichung. Sie haben die Form
Of(7.t) = of (71) . (2.29)

wobei o der Eigenwert (eine Zahl) ist. Die Wellenfunktion eines freien Teilchen
ist demnach eine Eigenfunktion der Ableitungsoperatoren fiir den Ort und die
Zeit. Die Eigenwerte sind proportional zum Impuls und zur Energie. Werden die
Gleichungen (2.27) und (2.28) mit / /i bzw. ih multipliziert, dann stehen auf der
linken Seite Operatoren deren Eigenwerte der Impuls und die Energie sind:

ho _ . .
;%\I/(r,t) = p, VY (7, 1) (2.30)
m%qf(f, 1) = EW(F,1) 2.31)

Gleichung (2.30) und die analogen Gleichungen fiir die y- und z-Komponenten
des Impulses lassen sich mithilfe des Nabla-Operator V zusammenfassen zu:

EWJ(F, t) = pU(7,t) (2.32)
1
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Wird der Operator ’Z:‘ V zweimal hintereinander auf die Wellenfunktion angewen-
det erhilt man:$

heN (RN o 9r 02 .
(;v) : (;V)@(r,t) = 2 (@ t ot @) U(7, 1) (2.33)
= —RPAV(7,t) = p2 V(7 1) (2.34)

Fiir ein freies Teilchen ist die Gesamtenergie £ identisch mit der kinetischen Ener-
. o2 . . .. .
gie, £ =T = I—. Damit dies erfiillt ist muss gelten:

0 —h? [ 02 0? 0? —h
h—V(rt) = — | =+ =— + == | V(" t) = —AV(rt 2.35
ot (7,2) 2m (0352 * 0y? * 822) (7,2) 2m (1) @33
Dies ist die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen! Gibt es ein Potential, das
mit dem Teilchen wechselwirkt, muf die potentielle Energie V' (7) zur kinetischen
Energie hinzu addiert werden:

2

HYU(F t) = (%A + V (7, t)) U(rt) = ih%\ll(ﬁ t) (2.36)
Dies ist die zeitabhiingige Schrodingergleichung. Der Operator fiir die Gesam-
tenergie (Hamiltonfunktion) wird als Hamiltonoperator bezeichnet, und spielt
wegen seines Auftretens in der Schrodingergleichung in der Quantenmechanik ei-
ne zentrale Rolle. Die Wellenfunktion V(7 ¢) ist dabei keine Teilchenbahn. Das
Betragsquadrat der Wellenfunktion, |¥|?> = U*. ¥, gibt analog zu Wasser-, Schall-
oder Lichtwellen eine Intensitdt an. Beachte: dies ist keine Herleitung sondern
nur eine Plausibilititserklidrung. Ahnlich wie die Newtonschen Gesetze der klas-
sischen Mechanik, kann auch die Schrodingergleichung nicht hergeleitet werden,
sondern muss (begriindet durch die experimentellen Beobachtungen) postuliert
werden.

2.4 Die Postulate der Quantenmechanik

In diesem Abschnitt soll die Quantenmechanik nun systematisch eingefiihrt wer-
den. Dabei gehen wir aus von den grundlegenden Postulaten, die in der Quanten-
mechanik an die Stelle der Newtonschen Gesetzen (oder dhnliche Postulate’) der
klassischen Mechanik treten.

6Siehe hierzu auch Abschnitt A.2.
7 Ein Postulat ist ein Grundsatz, den man, ohne das er bewiesen werden konnte, akzeptiert.
(Zum Beispiel weil er durch viele experimentelle Beobachtungen belegt wurde.) Eng verwandt
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2.4.1 Wellenfunktionen und Zustinde

In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Systems durch eine Wellenfunk-
tion beschrieben:

Wellenfunktion: W(7,t) € C  mit 7€ R® Ort, tcR Zeit

Postulat 2.5 Alle Information, die in der Quantenmechanik zugdnglich ist, ist
in der Wellenfunktion enthalten.

Die Bedeutung der Wellenfunktion wird von einer von Max Born stammenden
Interpretation geliefert, die auch als Kopenhagener Deutung bekannt ist.

Bornsche Interpretation der Wellenfunktion (Postulat 2.6)
Das Betragsquadrat der Wellenfunktion

W (7, 1)|? = U*(7, )V (7 1)

wird als Mapf fiir die Wahrscheinlichkeit interpretiert ein Teilchen zu einem
bestimmten Zeitpunkt t an einem gegebenen Ort 7 zu finden. Die Wahrschein-
lichkeit Wy, dass sich das Teilchen in einem Raumbereich V' aufhdilt, erhdlt
man als Integral der Wahrscheinlichkeitsdichte iiber diesen Raumbereich:

Wy (t) = / |U (7, t)|* dr (2.37)
\%4

(Dabei ist T das Volumenelement fiir die Integration.)

(13

Damit diese Interpretation sinnvoll ist, mufl die Wellenfunktion so ,,normiert
sein, dass die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im R? zu finden 100%

ist der Begriff des Axioms. Ein Axiom ist ein nicht abgeleiteter Ausgangssatz, der als Grundlage
fiir die Ableitung weitere Sitze einer Theorie dient, ohne das er selbst bewiesen wird. In den
Naturwissenschaften werden die beiden Begriffe hdufig synonym verwendet.
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ist:
/ W (7, 1)) dr = 1, (fiir ein “normiertes” W) (2.38)
R3

Erfiillt die Wellenfunktion diese Normierung nicht, muss Wy, berechnet werden

als: )
B fv|\If( t)|? dr

Wy (t) = .
v(t) o [O(F, )2 dr

(2.39)

so dass Wgas = 1 ist.

Anmerkung: Die Berechnung von Wy, setzt vorraus, dass die Wellenfunktion
quadratintegrierbar ist:

/|\If(F,t)|2d¢:M mit 0 < M < oo

Fiir Wellenfunktionen, die nicht quadratintegrierbar sind, kann die Bornsche In-
terpretation nicht angewendet werden. Dies ist der Fall fiir ungebundene Teilchen,
die iiber einen unendlich grolen Raumbereich delokalisiert sind. Fiir solche Teil-
chen ist die Wahrscheinlichkeitsdichte an jedem Ort unendlich gering.

Fiir Mehrteilchensysteme gibt das Betragsquadrat der (normierten) Wellen-
funktion | (7, 7, . .., 7, t)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir an, zum Zeit-
punkt ¢ das Teilchen 1 am Ort 7; und gleichzeitig Teilchen 2 am Ort 7%, ...und
gleichzeitig Teilchen n am Ort 77, zu finden.

Helium-Atom (Beispiel 2.2) Das Helium-Atom besteht aus zwei Elektronen und
dem Atomkern. Das Betragsquadrat der Wellenfunktion |V (7, 7, R, t)|? ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte zum Zeitpunkt t das Elektron 1 am Ort 7, Elektron 2
am Ort 7 und den He-Kern am Ort R zu finden. Wollen wir die Wahrscheinlich-
keit wissen, mit der sich Elektron 1 am Ort 71 befindet, unabhdngig davon wo
sich das zweite Elektron und der Atomkern gerade befinden, miiss wir iiber deren
Koordinaten 7y und R integrieren:

P(7,t) = // U(7), 7y, B, 1)[? dry d7g (2.40)
R3 R3
Notwendige Eigenschaften von Wellenfunktionen:

Aus der Interpretation des Betragsquadrates der Wellenfunktion als Wahrschein-
lichkeitsdichte und aus dem im vorangegangenen Abschnitt gefundenen Zusam-
menhangs zwischen den Ableitungen nach der Zeit und den Ortskoordinaten mit
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der Gesamtenergie, der kinetischen Energie und dem Impuls folgt, dass Wellen-
funktionen einige wichtige Eigenschaften erfiillen miissen:

1. sie miissen eindeutig sein

2. sie diirfen fiir keine Werte von 7, ¢ unendlich werden (endliche Wahrschein-
lichkeitsdichte)

3. sie miissen fiir gebundene Systeme W quadratintegrierbar sein

4. sie miissen stetig sein, d.h. es diirfen keine Spriinge auftreten, damit die
Ableitung (Impuls) eindeutig ist

Die Menge der Funktionen, die diese Bedingungen erfiillen, bilden einen Hilber-
traum® mit dem Skalarprodukt (“Uberlapp”):
(U (7, 0)[ U (7, 1)) = /\IJI(F, 1) Wa(7, 1) dr |
R3

und der Norm:

191 = V(W H)[w(r 1) .

2.4.2 Operatoren und MeBBwerte

Postulat 2.7 Jede physikalische Grofle, die gemessen werden kann (eine so-
genannte Observable), wird durch einen linearen hermiteschen Operator re-
prdsentiert.

Der Operator fiir den Impuls, ?6, ist bereits aus dem vorangegangenen Abschnitt
2.3 bekannt. Der Operator fiir den Ort ist einfach der multiplikative Operator
7, dass heif3t die Rechenvorschrift ,,multipliziere mit Koordinatenvektor 7. Die
Operatoren fiir alle weiteren observablen Gré8en, die sich als Funktionen von Ort
und Impuls ausdriicken lassen, wie z.B. die kinetische und potentielle Energie

8Ein Hilbertraum ist ein vollstindiger Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Fiir weiter In-
formationen zu Hilbertrdumen sei auf den Abschnitt A.3 des Anhanges und auf das Skript zur
Vorlesung ,,Anwendung mathematischer Methoden in der Chemie* verwiesen.
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oder der Drehimpuls, erhélt man indem in den Ausdriicken der klassischen Me-
chanik 7 und p durch die quantenmechanischen Operatoren fiir Ort und Impuls
ersetzt werden. Die wichtigsten Operatoren, die in dieser Vorlesung verwendet
werden, sind in Tabelle 2.1 zusammengefasst.

Tabelle 2.1: Zusammenfassung der quantenmechanischen Operatoren fiir die
wichtigsten physikalischen Grof3en.

Grolle Klassische Mechanik Quantenmechanik
Ort x — =z
. h 0
Impuls Pz — D= T
1 Ox
X Dz L
ﬁ B ﬁ = ﬁy ==V
D=
. 2L, 5 o oa b,
Drehimpuls l=rxp — l=rxp=-rxV
1
gﬁz —Z Ay
= éﬁm - iﬁz
TPy — YDz
potentielle Energie V — V=V({F)
P - h
kinetische Energie 7T = — — T'=—-——
2m 2m
Gesamtenergie H=T+V — H=T+V

Das quantenmechanische Operatoren fiir beobachtbare (observable) Grof3en
hermitesch sind, hat mit den besonderen mathematischen Eigenschaften hermi-
tescher Operatoren zu tun, die im Anhang in den Abschnitten A.4 und A.5 nédher
erldutert sind. Die wichtigsten sind:
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e Fiir hermitesche Operatoren gilt (per Definition):
/ v (A\Ifz) dr = / (A%) Uodr 2.41)
R3n R3n
e Alle Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell:
A, = app,  und a, €R (2.42)
e Die Figenfunktionen eines hermiteschen Operators bilden eine vollstindige
Basis fiir den betrachteten Funktionenraum. Daher kann eine beliebige Wel-

lenfunktion immer als Linearkombination aus Eigenfunktionen eines hermi-
teschen Operators geschrieben werden:

U = Z oty mit A, = aniby (2.43)

Besonders wichtig ist, dass alle ihre Eigenwerte reell sind, da die Eigenwerte die
moglichen MeBwerte angeben und diese relle Zahlen sein miissen.

Postulat 2.8 Die moglichen Mefswerte fiir Einzelmessungen zu einer physi-
kalische Grofe sind durch die Eigenwerte des zugehorigen Operators gege-
ben.

So sind zum Beispiel fiir die Gesamtenergie die moglichen MeBwerte fiir Ein-
zelmessungen durch die Eigenwerte des Hamiltonoperators gegeben: HY = EV.
Die Eigenwerte des Hamiltonoperators geben also die moglichen Energieniveaus
eines Systems an. Aus den Anregungsenergien fiir die Ubergiinge zwischen den
verschiedenen Energieniveaus erhilt man z.B. die experimentell beobachteten dis-
kreten Linienspektren von Atomen und Molekiilen.

2.4.3 Das Superpositionsprinzip: Schrodingers Katze

Die Wellenfunktion muss jedoch keine Eigenfunktion des Operators fiir die unter-
suchte Observable sein. Sie kann aber immer wie in Gl. (2.43) als Linearkombi-
nation aus Eigenfunktionen des Operators geschrieben werden. Z.B.:

= Z Cn¢n7 mit Aqu)n - and}n (2.44)
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wenn A, der quantenmechanisch Operator ist, der die untersuchte Grof3e beschreibt.
Sind die Wellenfunktion ¥ und die beitragenden Eigenfunktionen 1),, orthogo-
nal und normiert, dann geben die Betragsquadrate der Entwicklungskoeffizienten
|c,,|? die Wahrscheinlichkeit an, mit bei einer Einzelmessung der Messwert a,, ge-
funden wird. Bei dem unter dem Namen “Schrodingers Katze” bekannten Gedan-
kenmodell ist der Operator “Priifung ob Katze tot ist” mit den beiden moglichen
Messergebnissen (Eigenwerten) “Katze tot” und “Katze lebendig”. Solange die
Messung noch nicht durchgefiihrt wurde muss bei der quantenmechanischen Be-
schreibung dieses Modells die Katze mit einer Superposition aus den Wellenfunk-
tionen fiir “Katze tot” und “Katze lebendig” beschrieben werden, da fiir keines
der beiden moglichen Messergebnisse die Wahrscheinlichkeit 100% ist.

Postulat 2.9 Wird der Zustand eines Systems durch eine Linearkombination
aus normierten Eigenfunktionen ¥ = Y c,i, mit Al/)n = ay, (wobei
||tn|| = 1) beschrieben, erhdlt man fiir den Erwartungswert (Mittelwert iiber
viele Messungen):

(A) = (A) = Z|cn\2an = /\I/*A\IJdT mit ||[¥|]| =1 (2.45)

Unschirfe: Ist die Wellenfunktion keine Eigenfunktion des Operators, der die
untersuchte Observable beschreibt, erhidlt man bei mehrfacher Messung unschar-
fe Ergebnisse, die um einen Mittelwert streuen. Mathematisch priziser definier-
te GroBen (aus der Statistik) sind Varianz und Standabweichung. Die Abwei-
C/Illll’lg einer Mel3groe A von ihrem Erwartungswert wird durch den Operator
0A = A — (fl> beschrieben. Die Varianz ¢ ist definiert als der Erwartungswert
der quadratischen Abweichungen und die Standardabweichung o als Quadratwur-
zel der Varianz:

o4 = <<(§1\4)2> Varianz (2.46)

—~\ 2
o4 = <<§A> > Standardabweichung (2.47)
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“Scharfe” MefBwerte ohne Streuung, d.h. aj = 0, erhilt man nur, wenn die Wel-
lenfunktion eine Eigenfunktion von A ist:

AV = ¥ = AV =0 =0%=0 (2.48)

Man spricht dann auch davon, dass sich das ein System in einem Eigenzustand
des Operators A befindet.

2.4.4 Die Heisenberg’sche Unschiirferelation

Aus der Wellenoptik kennt man das Phdnonem, dass fiir Wellen einige Grof3en,
wie z.B. Ort und Frequenz (oder Impuls) nicht gleichzeitig genau bestimmt wer-
den konnen, d.h. das Produkt der Standardabweichungen o fiir diese Gréen nicht
kleiner als ein Mindestwert werden kann.

Dies findet man auch in der Quantenmechanik wieder. Der genau mathemati-
sche Ausdruck dazu wurde von Heisenberg und Kennard hergeleitet:

oa o5 =\ GA) 6B > 5 |4, B)| (2.49)

Dabei ist [A, B] = AB
und Impuls ist z.B. [z,
Oy Op, = g

Zwei physikalische Messgrofen sind daher nur dann gleichzeitig genau mess-

bar, wenn die zugehorigen quantenmechanischen Operatoren kommutieren (ver-
tauschen), also AB = BA ist.

= ¢h und man erhilt die bekannte Unschirferelation

— BA der Kommutator der Operatoren A und B. Fiir Ort
Pa)

2.4.5 Die Schrodingergleichung

Im vorausgegangenen Abschnitt 2.3 wurde die Schrodingergleichung bereits mo-
tiviert. Sie ist die Bestimmungsgleichung fiir die Wellenfunktion und Gegenstand
des letzten Postulats:

Postulat 2.10 Die zeitlich Entwicklung der Wellenfunktion V (7, t) wird durch
die zeitabhdingig Schrodingergleichung beschrieben:

32
H¥() = (GeA+VE0) ¥E) = mguEy @50
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Dabei ist der Hamiltonoperator H, der quantenmechanische Operator fiir die
Gesamtenergie.

Fiir viele Probleme ist H (bzw. das Potential V') nicht von der Zeit ¢ abhin-
gig. Dann kann fiir die Wellenfunktion ein Separationsansatz gemacht werden,
bei dem V(7 ¢) als Linearkombination von Produkten angesetzt wird, von denen
jeweils ein Faktor nur vom Ort und der andere Faktor nur von der Zeit abhingt,

ch (7)o () ch (Fedt (2.51)

wobei die Entwicklungskoeffizienten ¢,, unabhingig von 7"und ¢ sind. Wird dieser
Ansatz in die zeitabhingige Schrodingergleichung eingesetzt, fiihrt dies zu:

Zc e, ( Zc e, () (2.52)

Diese Gleichung kann nur dann fiir alle Zeiten ¢ € R erfiillt sein, wenn
HU,(F) = E,U,(7) .

Die zeitabhiingige Wellenfunktion W (7, t) ist dann eine Linearkombination (Super-
position) von Eigenfunktionen des Hamiltonoperators. Man bezeichnet

e die Eigenwertgleichung fiir H

HY,(F) = E,0,(7) (2.53)
als zeitunabhiingige Schrodingergleichung und
e die Eigenfunktionen W, (7) als zeitunabhiingige Wellenfunktionen.

Die Losung der zeitunabhédngigen Schrodingergleichung ist fiir viele Probleme
aus der Spektroskopie und Thermodynamik ausreichend (z.B. Molekiilstrukturen,
Reaktionsenergien, Spektren, physikalische Eigenschaften).



Kapitel 3

Yom Teilchen im Kasten zum
H-Atom

In diesem Kapitel wird die Anwendung der Quantenmechanik an einigen einfa-
chen Beispielen erprobt, die sich mit ,,Bleistift und Papier* exakt 16sen lassen.
Diese Beispiele sind gleichzeitig Modelle fiir kompliziertere Systeme oder Si-
tuationen, die an vielen Stellen in der Chemie relevant sind. Anhand der Mo-
dellprobleme lassen sich die grundlegenden Unterschiede zwischen klassischer
und Quantenmechanik und ihre Auswirkungen auf das Verhalten von Elektronen,
Atomen und Molekiilen mit einfachen mathematischen Mitteln studieren.

Das Hauptaugenmerk wird im Folgenden auf sogenannten ,,gebundenen* Zu-
standen liegen, in denen das betrachtete Teilchen (z.B. ein Elektron) durch ein
Potential in einem gewissen Raumbereich festgehalten wird, und auf der Losung
der zeitunabhédngigen Schrodingergleichung. Alle Information dariiber, wie das
betrachtete System jeweils aussieht, steckt dabei im Hamiltonoperator, der immer
aus zwei Bestandteilen aufgebaut ist,

e cinem Beitrag der kinetischen Energie (der die zweiten Ableitungen nach
den betrachteten Koordinaten enthlt)

e und einem Beitrag der potentiellen Energie, der fiir die hier betrachteten
Probleme nur von den Ortskoordinaten abhédngt (und keine Ableitungen ent-
hilt).

29
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Abbildung 3.1: Teilchen in einem eindimensionalen Potentialkasten mit unendlich
hohen “Potentialwinden by x = O und x = [.

3.1 Das Teilchen im Kasten

Das einfachste Modell fiir einen gebundenen Zustand ist ein Teilchen mit der Mas-
se m in einem eindimensonalen Potentialkasten mit unendlich hohen Wénden:

0 firo<z<l
V_{oo firz <0 oder = > G-
Die zeitunabhingige Schrodingergleichung hat dann die Form,
h? d?
(- 5o + Vi) (a) = BU() (3.2)
die wir umschreiben kénnen in:
2m(E —V)
U (z) + T\P(m) =0 . (3.3)

Die Schrodingergleichung ist eine homogene Differentialgleichung (DGL) zwei-
ter Ordnung. In diesem besonderen Fall ist in jedem Teilbereich (z < 0 bzw.
0 < z < [l oder x > [) das Potential V' konstant, so dass wir jeweils eine ho-
mogene DGL mit konstanten Koeffizienten haben. Eine solche Gleichung kénnen
wir 16sen, indem wir zunichst fiir jeden Teilbereich getrennt die allgemeine Lo-
sung bestimmen und dann nach den Losungen suchen, die die in Abschnitt 2.4.1
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aufgefiihrten Bedingungen fiir Wellenfunktionen erfiillen. Wichtig ist hier insbe-
sondere, dass die Wellenfunktion an den Grenzen zwischen den drei Bereichen
stetig ist und an keiner Stelle ¥ = 400 wird.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung hat fiir jeden der drei Teil-
bereiche die Form:

\2m(E-V)z + be—% 2m(E—-V)x (34)

St

U(z) = ae

mit Koeffizienten a und b, die (zunéchst) fiir jeden Teilbereich einzeln bestimmt
werden miissen. Betrachten wir nun die drei Teilbereiche genauer:

e auferhalb des Kastens ist V = oo und daher
) 1
%\/Zm(E —V) =32V = E) = 0 (3.5)

— Fiir z > [ > 0 wiirde der erste Beitrag aerVIm(V=E)z _ getoor —
+00, wenn fiir diesen Bereich nicht a = 0 gewihlt wird, wihrend der

zweite Beitrag be~nV2V=E)r — pe=o0r — () wird, egal welcher Wert
fiir b gewéhlt wird.
— Fiir x < 0 wird der erste Beitrag aen V2(V=E)lx — getoor — () ypd

der zweite Beitrag wiirde be nV2m(V=E)r _ pe—0T — Lo wenn
nicht in diesem Bereich b = 0 gewéhlt wird.

Damit erhalten wir auflerhalb des Kastens nur die Losung ¥ = 0. Dies
macht insofern Sinn, als wir auch erwarten, dass die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit | (z)|? auBerhalb des Kastens Null ist.

e die Stetigkeit von W(x) an den Grenzen erfordert, dass die Wellenfunktion
im Kasten die Randbedingungen ¥(0) = 0 und ¥(/) = O erfiillt. Aus
der ersten Randbedingung erhalten wir fiir die Koeffizienten a und b der
Wellenfunktion im Kasteninneren die Gleichung:

V0)=ae’ +be’ =a+b=0 = a=-b (3.6)
Also ist im Kasten:
‘I/(I) — ae%\/QmE'x o aefix/QmEx
= Asin <%m> mit p = V2mE und A = 2ia
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wobei die Euler-Identitiit ¢’ = cos ¢ + i sin ¢ verwendet wurde. Die GroBe
p = V2mkE ist der Betrag des Impulses, da im Kasten wegen V' = 0 die
kinetische Energie T' = p?/2m identisch mit der Gesamtenergie E ist. Setzt
man die Randbedingung ¥ (/) = 0 in die letzte Gleichung ein, erhélt man:

() = 0 = Asin (%z) (3.7)

Damit sin (%l) = 0 ist muss das Argument der Sinus-Funktion ein ganz-
zahliges Vielfaches von 7 sein:

no ' P="

mitn=1,2,3,... (3.8)
Wir erhalten diskrete Energieniveaus mit £ = p?/2m = n?h?/8ml* und
nicht (!) ein Kontinuum von moglichen Energien, wie in der klassischen
Mechanik.

Nun wollen wir die Wellenfunktion noch normieren, damit das Betragsqua-
drat als Aufenthaltswahrscheinlichkeit interpretiert werden darf. Dies legt
die — bislang noch unbestimmte — Amplitude A der Sinus-Funktion fest:

+o00 l
2 _ 2 .2 (N _ 2£_ _ /2
/\I/(x)dx—/AS,ln(lx)dx—AQ—l = |A|= l

—00 0
(3.9)

Die normierten Eigenfunktionen und die Eigenwerte (Energieniveaus) fiir
das Teilchen im Kasten sind:

(o) = {\/?sm(%z) fiir 0 < z < [ 510

0 sonst
2 272
P n“h
E, = — = 3.11
2m 8ml? ( )

mit n = 1,2,3,...00 (aber nicht 0, da sonst Wo(x) = 0). Den Index n
bezeichnet man als Quantenzahl.

Bereits an diesem einfachen Modell konnen wir eine Reihe wichtiger Beobach-
tungen machen, die allgemein fiir gebundene Zustiinde gelten:
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Abbildung 3.2: Wellenfunktionen und Energieniveaus fiir die Quantenzahlen n =
1-5 und 200. Je hoher die Quantenzahl und die Energie, desto mehr ,,Knoten*
(Vorzeichenwechsel) haben die Wellenfunktionen.

e Die Schrodingergleichung hat nur Losungen fiir bestimmte Energien:

man erhilt ein diskretes Spektrum von Energieniveaus, die Energie ist ge-
quantelt.

Den niedrigsten moglichen Zustand (hier £;) bezeichnet man als Grundzu-
stand. Auch der Grundzustand liegt iiber dem tiefsten Punkt des Potentials,
es verbleibt immer eine Nullpunktsenergie (hier: £, = h?/8mi?). Ein Zu-
stand mit Fy;, = 0 existiert fiir ein gebundenes System nicht. (Dies ist ein
wichtiger Unterschied zur klassischen Mechanik.)

Stellen, an denen die Wellenfunktion das Vorzeichen wechselt, bezeichnet
man als Knoten. Je mehr Knoten die Wellenfunktion hat, desto hoher ist
die kinetische Energie (Knotenregel). Die Grundzustandswellenfunktion
hat keinen Knoten.

e Fiir die Lagen der Energieniveaus finden wir, dass

— je groBer die Kastenldnge [ ist (das heilt je groBBer der Raumbereich
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ist, iiber den das betrachtete Teilchen delokalisiert ist),

— und je groBer die Masse m ist

desto tiefer und dichter liegen die Energie-Niveaus und umso mehr néhert
sich die Situation dem klassischen Limit an. (Dies muss auch aufgrund des
Korrespondenzprinzips so sein!).

3.2 Schwingungen

V(x)

Abbildung 3.3: Der harmonische Oszillator als Modell fiir Schwingungen in Mo-
lekiilen.

Ein einfaches und sehr niitzliches Modell fiir Molekiilschwingungen ist der
harmonische Oszillator. Bei diesem Modellsystem ist die Riickstellkraft bei einer

Auslenkung aus der Ruhelage (z = 0) exakt proportional zur Auslenkung: £, =
—kx. Die potentielle Energie relativ zur Ruhelage ist dann V' (z) = %k:xQ und wir
erhalten als Schrodingergleichung fiir die quantenmechanische Beschreibung des

harmonischen Oszillators:

HU(z) = ( s + 1/{3:2)\1!(95) = EV(z) (3.12)

2mdx? 2

Diese Eigenwertgleichung fiir den Hamiltonoperator ist wieder eine Differential-
gleichung zweiter Ordnung fiir die Wellenfunktion:

U (x) + QH—T (E - §x2>\11(x) =0 (3.13)
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Gesucht sind alle Losungen, die die Randbedingungen fiir Wellenfunktionen (s.
Abschn. 2.4.1) erfiillen. Insbesondere muss W (xz) wieder fiir alle x endlich blei-
ben und fiir z — +oo gegen Null laufen, damit W(x) quadratintegrierbar ist.
Die detaillierte Losung der Schrodingergleichung fiir den harmonischen Oszilla-
tor wiirde den Zeitrahmen dieser Vorlesung sprengen und ist daher nur im An-
hang (Abschn. B.1) fiir interessierte Leser beschrieben. Die Eigenfunktionen und
Eigenwerte sind in Tabelle 3.1 zusammengefasst. In Abbildung 3.4 sind die Wel-
lenfunktionen und die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir die tiefsten vier Energiezu-
stinde dargestellt.

Tabelle 3.1: Die Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators. « = Vkm/h =
mw mit w = +/k/m, wobei k die Kraftkonstante und m die Masse des
Oszillators ist. Die Hermite-Polynome H, (z) sind definiert als: H,(x) =

(—1)" exp(z?) {Z exp(—a?).

Wellenfunktion Energie
a\ a
\IJO—<—) exp(——x) Ey = hws
4 3\ 1/4
\111:<i) T exp <_E$2> Elzhw(l—i-%)
T
N e 1/4(1—2ax2>exp( gﬁ) E :M(Q—l—l)
2 47 2 2 2
3\ 1/4
2
\1/3:(9—) <x——a:c3) exp(——x2> Eo=hw(3+3)
T
_______ 1 /aNYA L
v, = ) m, <—— 2) E, = hw(n + L
\/2"—71'(7T) (vax) exp x (n+3)

Wir beschrinken uns hier auf eine Betrachtung der wichtigsten Eigenschaften
der Wellenfunktionen und Energieniveaus. Dabei stellt man einige Gemeinsam-
keiten zum Modell des Teilchens im Kasten fest:

e Ahnlich wie fiir das Teilchen im Kasten hat auch fiir den harmonischen Os-
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Abbildung 3.4: Links: die Wellenfunktionen V; fiir die tiefsten vier Energiezu-
stande eines harmonischen Oszillators. Je hoher die Energie, desto mehr Vorzei-
chenwechsel (Knoten) treten in der Wellenfunktion auf. Rechts: die zugehdrigen
Wahrscheinlichkeitsdichten |¥;|2. Je hoher die Energie, des groBer wird die Auf-
enhaltswahrscheinlichkeit in der Nédhe der klassischen Umkehrpunkte, an denen
die potentielle Energie gleich der Gesamtenergie ist.

zillator die Grundzustandswellenfunktion keinen Vorzeichenwechsel (Kno-
ten). Mit zunehmenden Index (Quantenzahl) und Energie haben die Wel-
lenfunktionen dann jeweils einen Knoten mehr. (Knotenregel)

Der Grundzustand liegt wie fiir das Teilchen im Kasten iiber dem tiefsten
Punkt des Potentials. Der harmonische Oszillator hat im tiefsten Zustand
immer noch eine Nullpunktsenergie von /iw = h+/k/m. Dies ist ein quan-
tenmechanisches Phianomen, dass man fiir alle gebundenen Systeme findet!

Es gibt jedoch auch einige Unterschiede zum Teilchen im Kasten:

e Dass das Potential nun nicht plotzlich auf Unendlich springt, sondern ste-

tig mit 22 anwichst, hat zur Folge, dass die Wellenfunktion langsam mit
exp(—ax?/2) abfillt und auch in Bereichen verschieden von Null ist, in
denen die potentielle Energie grofer als die Gesamtenergie des betrachteten
schwingenden Systems ist. Solche Bereiche sind in der klassischen Mecha-
nik nicht zuginglich. Dort gelangt der harmonische Oszillator nur bis zu
den Umkehrpunkten an denen die potentielle Energie gleich der Gesamt-
energie ist und sich die Bewegungsrichtung umkehrt. Der quantenmechani-
sche Oszillator tunnelt in die klassisch verbotenen Bereiche hinein. Dieses
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quantenmechanische Phinomen tritt bei allen realistischen Systemen (fiir
die V' nicht unendlich wird) auf!

e Wihrend beim Teilchen im Kasten die Abstinde zwischen den Energienive-
aus [, mit zunehmder Quantenzahl n zunehmen, sind die Energieniveaus
fiir den harmonischen Oszillator dquidistant. Dies hiangt damit zusammen,
wie schnell das Potential V'(x) mit |z| anwichst. Geschieht dies schneller
als mit 22 nehmen die Abstinde zwischen den Energieniveaus zu, wichst
V (x) langsamer als mit z? nehmen die Abstéiinde ab (dies ist fiir Elektronen
im elektrischen Feld von Atomen der Fall).

3.3 Mehrdimensionale Probleme: Der Separations-
ansatz

LaBt sich der Hamiltonoperator fiir ein mehrdimensionales Problem schreiben als

A

H(ZEl,ZEQ,...) :Hl(l'l)—f—ﬁg(l'g)—f- s (314)

und sind die Randbedingungen fiir die “Richtungen” z; und x, unabhingig, dann
kann man fiir die Wellenfunktion einen Separationsansatz machen:

\Ilmhmz ([Eh T, .. ) = wml (l‘l) : ¢m2 (l’g) c. (315)
Denn: erfiillen )y, (z1) und ¢, (x2)
Hy (1), (11) = By, (1) Hy () $my (72) = Ermybrmy (2)

A (3.16)

dann ist ¥ (x4, x9, . . .) eine Eigenfunktion von H(zq,xs,...):
(I:I1<I1) —|—[A{2(.Z'2)>\I/(l'1,$2,...) (317)
= ()0 (1) ) b (22) + Uy (21) (Hal2) s () (3.18)
= (Bu + Bna ) Y, (21) s (12) (3.19)

X1, T, ... konnen z.B. verschiedene Raumrichtungen (x, y, ) oder die Koordina-
ten zweier verschiedener Teilchen sein.

Beispiel: Teilchen im zweidimensionalen Rechteckkasten: H=T =+ Ty mit 0 <
r<l,und 0 <y <],
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Gegenbeispiel: Teilchen in einem runden Kasten (2D) da die Randbedingungen
nicht separabel sind: 0 < 22 + 2 < R.

Anmerkung: Hiufig hilft eine Transformation des Koordinatensystems: so ist
das H-Atom in kartesischen Koordinaten nicht separabel, in Kugelkoordina-
ten kann man jedoch einen (modifzierten) Separationsansatz machen (s.u.).

3.4 Teilchen im zweidimensionalen Kasten
Ein einfaches Beispiel fiir den Separationsansatz bei mehrdimensionalen Syste-

men ist ein Teilchen in einem zweidimensionalen Kasten. Der Hamiltonoperator
hierfiir ist:

H= L
oo sonst

. n? d>  h* d? (T 0 fir0<xz<l,0<y<lI,
Tomdi?  2mdy? mity =

(3.20)

e Wir erhalten entsprechend dem Separationsansatz die Wellenfunktionen:

Uopn, (T,y) = \/lzsin <7rlnx :U) : \/lgsin (Wény y) (3.21)
@ @ v v

mitn, =1,2,...undn, =1, 2, .. .. Diese Losungen

— erfiillen die Randbedingungen: ¥,,, ,, (x,y) = 0 fiirz = 0 oder z = I,
odery = 0 oder y = [,,.

— und sind Eigenfunktionen von H:
I:I‘I}nm,ny (xa y) = E\Ilnx,ny (l‘, y)

Die Losungen Wy 1, Wy 5, Wy 1 und W 3 sind in Abbildung 3.5 dargestellt.

e Energieniveaus:

[\

h* /2 n
B = 5 (B + %) (322
x Yy

Grundzustand ist ¥ ; mit By ; = 2= <ll2 + ILQ)

8m
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Abbildung 3.5: Die Wellenfunktionen eines Teilchens in einem zweidimensiona-
len Potentialkasten Wy ;, Uy 5, Wy 1 und Wy 5.

e Im zweidimensionalen Fall erhalten wir Knotenlinien (anstatt Knotenpunk-
te) entlang derer W = 0 ist;
allgemein erhélt man in NV Dimensionen Knoten der Dimension N — 1.

e symmetrischer Sonderfall [, = I, = I: E,, ,, = A2 (ni + nz),

T 8mi?
dh. E, ., = Enyn, 2.B. E15 = FEyy — fiirn, # n, gibt es jeweils zwei
Wellenfunktionen (Zustinde) zum gleichen Energie-Eigenwert (entartete
Zustinde)

3.5 Rotation und Atome

Fiir kugelsymmetrische Potentiale V' = V(r), wie wir sie fiir Atome haben und
ebenso bei der Beschreibung der Rotation von Molekiilen, bei der die potentielle
Energie ebenfalls nicht von den Winkelkoordinaten abhéngt, bietet es sich an, den
Hamiltonoperator und die Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten zu formu-
lieren.
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3.5.1 Hamiltonoperator in Kugelkoordinaten
Um in Kugel- oder Polarkoordinaten
x = rsinfcos ¢ y =rsinfsin¢g z=rcosf (3.23)

mit) < 7,0 < ¢ <27rund 0 < 0 < 7 arbeiten zu konnen, miissen wir im

Hamiltonoperator
2

H(r,0,¢) = —2h A4V (r) (3.24)

neben dem Potential V' (r) auch den Operator fiir die kinetische Energie in Ku-
gelkoordinaten ausdriicken. Der Laplace-Operator A hat in Kugelkoordinaten die
Form:

1 d? 1
Dabei ist:
1 d d 1 &2 L2
A = —sinfl—+ ————=—— 3.26
smode "' T snteder . W2 (3.26)
d? L2
Anmerkungen:

e Der erste Term kann auf unterschiedliche Weise ausgedriickt werden. Aqui-
valente Ausdriicke fiir den ersten Term sind:

1  2d & 1d,d

rar? T rdr aE

ﬁ%r dr

o [2istder Operator fiir das Betragsquadrat des Drehimpulses L,

o [, istder Operator fiir die z-Komponente des Drehimpulses

e Dass der Operator fiir das Betragsquadrat des Drehimpulses in der kineti-
schen Energie auftritt, ist verstdndlich, wenn man mit der klass. Mechanik
vergleicht: die kinetische Energie ist Ey;, = ﬁPQ, das Betragsquadrat
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des Impulses lésst sich aufteilen in einen Beitrag des Impulses parallel und
einen Anteil des Impulses senkrecht zum Radiusvektor 7

Klassisch: P2 = <|TT’ : P) + (ﬁ x P) (3.28)
T T
1
=L
”
Impuls || 7 Impuls L 7

5, d? 2d 12,

quantenmech.: P~ = 2 + e + ﬁL (3.29)

Der Hamilton-Operator fiir kugelsymmetrische Potentiale ist zwar nicht vollig
additiv separabel, hat aber die Form:

. . . 1 .
H(r,6,6) = hy(r) + W\(mw + eh¢<¢)), (330)
i2
mit den Operatoren

7 2 d? )
hy = —h*— =1 3.31
¢ FFERE (3.31)
. 1 d d - I
hg = —h? — sinf— = L* — L? 3.32
° sinfdd " do sinf (3-32)
- h? 1 d?
h?" = - 2me ;WT + V(T) (333)

die jeweils nur von einer Koordinate abhiingen. Auch in diesem Fall kénnen wir
einen Produktansatz machen:

\Dnlm(r79>¢) = Rnl<r)@lm(9)®m<¢) (334)

dabei wird jedoch nun ©y,,(0) vom Eigenwert (bzw. der Quantenzahl m) fiir ﬁ¢
und R,;(r) vom Eigenwert (bwz. der Quantenzahl [) fiir hy abhiéingen, wie wir im
kommenden Abschnitt sehen werden.
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3.5.2 Schrodingergleichung fiir kugelsymmetrische Systeme

Wenn wir den Ansatz W,,;,,,(r, 0, ) = R, (r)0,,(0)®,,(0) in die Eigenwertglei-
chung einsetzen

B 1 d? 1 K d d 1 5 d?
Viry—- —-—=r+ ——| ————sinf— — K2 U im
( (r) 2me T dr27 * 2mer? sin @ df St df + sin? 6 ( l (](’)2>] > t
\_\/_/
iZ

f/2
= nl\IJnlm

konnen die drei Funktionen ®,,,(¢), ©;,,(0) und R,,;(r) schrittweise nacheinander
bestimmt werden.

1. ¢-abhidngiger Teil, ®,,(¢): Daim Hamilton-Operator die Variable ¢ nur in
Lz auftritt und £, auf der linken Gleichungsseite konstant ist, kommen
nur Funktionen ®,,,(¢) infrage, fiir die

1 ®(9) = L2®,(¢) = const - By ()

ist, d.h. die Eigenfunktionen von f)g sind. Fiir die weitere Rechnung schrei-
ben wir den Eigenwert als const = m?h?:

5 Pn(9) = m 1 () (3.35)

2. fO-abhingiger Teil, ©,,,(0): Setzt man das Ergebnis fiir ,,(¢) in die Schro-
dingergleichung ein, erkennt man, dass die ©,,,(¢) Eigenfunktionen von L2
sind miissen. Wir setzen den Eigenwert an als /(I + 1)%? und erhalten die
Gleichung:

[ h d d m2h?

— g St — = = U1+ 1R
sin 0 do Smedg a0 Om (0) (I 4+ 1)h? O, (0)

3. r-abhingiger Teil, R,,;(r): Die Gleichung fiir den Radialteil hdngt nun vom
Potential V' (r) ab.

Rnl(’f’) = Eannl(T)

FEinsetzen
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Die Energie wird im allgemeinen von der Hauptquantenzahl » und der
Drehimpulsquantenzahl [ abhingen.

Nach dem wir oben den allgemeinen Aufbau der Losung fiir kugelsymmetrische
Potentiale untersucht haben, sollen in den kommenden beiden Abschnitten die
Wellenfunktionen und Eigenwerte fiir den Winkelanteil (Rotation) und der Radi-
alanteil (fiir Atomorbitale) niher betrachtet werden.

3.5.3 Teilchen auf einem Ring und auf einer Kugeloberfliiche

Der Winkel ¢ beschreibt die Rotation um die Z-Achse. Fiir Elektronen in Ato-
men und linearen Molekiilen und auch die Molekiilrotation hiangt die potentielle
Energie nicht vom Winkel ¢ ab und der ¢-abhéngige Anteil der Wellenfunktion
ist eine Eigenfunktion von L?, wie wir oben gefunden haben:
) d 252

2 On(6) = M () (3.36)
Diese Differentialgleichung hat die selbe Form wie die Schrodingergleichung fiir
das Teilchen im (eindimensionalen) Kasten. Die Losungen haben also wieder die
Form ®@,,(¢) = ae™™?. Die Randbedingung ist nun jedoch

(¢ +27) = (9) ,

damit die Wellenfunktion eindeutig ist. Um diese Bedingung zu erfiillen muss m

ganzzahlig sein: e"™(9+27) — gimégim2r — oimé . 1m Normieren wir ® so, dass
027r |®(¢)|?d¢ = 1 ist, erhalten wir insgesamt als Losung:
1 )
P, () = ™ mit m =0,+1,+2, ... (ganzzahlig) (3.37)

V21

Diese Funktionen beschreiben ein quantenmechanisches Teilchen, das sich auf
einem Ring bewegt und dessen Z-Komponente des Drehimpulses m#h ist:

L@ (¢) = mh®,,(9) (3.38)

m bezeichnt man als Magnetquantenzahl, da sie bei der Wechselwirkung von
Elektronen mit einem Magnetfeld eine Rolle spielt. Fiir m # 0 sind diese Funk-
tionen komplex. Braucht man keine Eigenfunktionen von L, sondern nur vom Ha-
miltonoperator, in dem IA/Z auftritt, konnen jeweils ®,, und ®_,,, zu reellen Funk-
tionen kombiniert werden. Man erkennt dann die Winkelanteile der o- (m = 0),
m- (m = 1), d- (m = 2) etc. Orbitale in linearen Molekiilen.
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Tabelle 3.2: Die Eigenfunktionen von f/z firm=20,1,2
(Winkelanteile von -, 7w-, und §-Orbitalen) und ihre re-
ellen Linearkombinationen.

m D, (o) reelle Linearkombinationen
1
0 = o
1 +i¢ z y
+1 =€ Ty~ 5, Ty~ 2
1 +i2 z 2—y?
12 E@ 26 6acy ~ T2 5:/D2—y2 ~ 3

Die Winkel 6 und ¢ beschreiben gemeinsam eine Rotation um ein Zentrum. Ist
die potentielle Energie unabhingig von 6 und ¢ (Atome, Molekiilrotation), sind
die Produkte Y;,, (6, ¢) = ©,,,(0)®,,(¢) Eigenfunktionen von L?

LYin(0,0) = L*Om(0)®m(0) = Ul + DI Om () ®m(®)  (339)
und man erhilt fiir ©;,,(0) die Differentialgleichung:

R2od . d  mh? )
~s a0 S Ou(0) = I(1+1)i%0,,(0)  (3.40)

Fiihrt man die Substitution
d B dcosf d d d 1 d

= —sinf—

d0 ~  df du du <~ %:_sineﬁ

u=-cosfl =

durch, bringt alle Terme auf eine Seite, teilt durch /2, und setzt ©,,(0) = Pl‘m‘ (u)
an, dann vereinfacht! sich die Differentialgleichung zu:

d d m?
— (1 — ) —
du( u)du+1—u2

+1(+1)| P™@w) =0 (3.41)

Die Losung dieser Differentialgleichung wiirde immer noch iiber den Rahmen
dieser Vorlesung hinaus gehen. Die Losungen, die die Randbedingung erfiillen,

IDabei wird auch verwendet, dass sin® § = 1 — cos2 0 = 1 — u? ist
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dass P! (u) fir =1 < u < 1 und damit ©(F) = P (cosf) fir 0 < 6 < 7
endlich ist, existieren fiir ganzahlige 0 < [ < |m/ und sind in der Mathematik als
zugeordnete Legendre-Polynome bekannt. Diese Polynome haben jeweils [ —
|m| Knoten (Nullstellen bzw. Vorzeichenwechsel). Die Funktionen Y} ,, (6, ¢) =
O (0)P,,(¢) werden als Kugelflichenfunktionen bezeichnet.

Die Kugelflachenfunktionen beschreiben den Winkelanteil der Atomorbitale,
die Eigenfunktionen von L? und L, sind. Diese Funktionen sind wieder kom-
plex. Meist braucht man jedoch keine Eigenfunktionen von L., sondern nur von
H oder L?, in denen nur [Z auftritt. Dann werden fiir m > 0 aus den Funktionen
Y, m und Y] _,, reelle Linearkombinationen gebildet und man erhilt die bekann-
ten Winkelanteile fiir s-, p-, d-, usw. Atomorbitale. Einige davon sind in Tabel-
le 3.3 angegeben. Diese Funktionen haben [ Knotenlinien (Vorzeichenwechsel).
Davon stammen |m| Knotenlinien vom ¢-abhingigen Teil und laufen durch die
Z—Achse, und [ — |m| Knotenlinien stammen vom 6-abhingigen Teil und laufen
um die Z-Achse herum.

Tabelle 3.3: Die Kugelflichenfunktionen (Eigenfunktionen von L2 firl = 0,1,2
(s-, p-, und d-Atomorbitale) und ihre reellen Linearkombinationen.

l m Yim (0, 0) reelle Linearkombinationen
0 (s) 0 = s
1 (p) 0 %\/gcose p.~z
£ T/ singet Po~ Eipy
2(d) 0 %\/%(3C0829 _1) do ~ (35 — 1)
+1 :F%\/gcosﬁsinﬁeiw Aoy ~ %, dy. ~ %
+2 i % sin? fe*i2® duy ~ 75, dy2_yp ~ %
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3.5.4 Exkurs: Rotation linearer Molekiile

Machen wir fiir die Rotation linearer Molekiile die Ndherung, dass die Bindungs-
abstdnde fest sind (“starrer Rotator”), hingt die Wellenfunktion fiir die Molekiil-
rotation nicht von den Abstinden der Kerne vom Ursprung r; ab und der Beitrag
der Koordinaten r; zur kinetischen Energie verschwindet. Wir erhalten die einfa-
che Schrodingergleichung:

1 od d R P 1 -
~ L Cing s~ 2%y, = [0y, = B
35| " sm0ds a8~ smFadg | V= apt Vim = Eilin

(3.42)

Dabei ist [ = >, m;r7 das Trigheitsmoment. Die Eigenfunktionen des Hamil-

tonoperators sind in diesem Fall identisch mit den Eigenfunktionen Y;,, von L2
und wir erhalten fiir die Energieniveaus fiir die Rotations linearer Molekiile:

I(l+ 1)h?
E=—— 4
I 57 (3.43)
Zu jedem dieser Energieniveaus gibt es 2[4 1 Wellenfunktionen mit m = —[, —{+

1,...,0,...,1—1,1. Die Energieniveaus sind also 2/ + 1-fach entartet. Die Uber-
ginge zwischen diesen Niveaus beobachtet man in Rotations- oder Mikrowellen-
spektren.

3.5.5 Die Orbitale des Wasserstoffatoms

Fiir ein Coulomb-Potential, V' (r) = — Aj :zr , dass die elektrostatische Wechselwir-

kung zwischen einem Elektronen und einem Atomkern mit der Kernladungszahl
Z beschreibt, ist die Differentialgleichung fiir R,,;,,,(r):

[_ BR1d  Ze U+ )R

— —/r‘ —
2me r dr? drregr 2m.r?

} R, (r) = ERy(r)

Diese Eigenwertgleichung hat quadratintegrierbare Losungen fiir die Eigenwerte:

E=FLE, =

1 me (Z62 )2 mit n = 1,2,... (ganzzahlig) (3.44)

T n22R2 \ d7e, und n >

Dass die Eigenwerte nur von der Hauptquantenzahl, aber nicht von der Drehim-
pulsquantenzahl [, abhiingen ist eine Besonderheit des Potentials V (1) = —-Z ¢

dmegr
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Tabelle 3.4: Radialteile der Atomorbitale fiir die ersten drei Werte der Hauptquan-
tenzahl n (K-, L-, und M-Schale) fiir Wasserstoff-dhnliche Atome bzw. Ionen (mit
nur einem Elektron).

n 1 Ry(r)

1 0(ls) (%)‘”Zm

2 0(29) (%)3/25(2 — p)er/?

2 1@2p) (%)3/ Zﬁ o

3 0(3s) (ﬁ)gmﬁm —6p+ p?le /2
3 10Gp) (%)3/2ﬁ(4 — p)perl?

3 2(3d) (%)3/ 2% 2/

fiir Wasserstoff-dhnliche Atome mit nur einem Elektron. Die Losungen fiir R,,;(7)
haben die Form:
27 Amegh?

Rnl(r) = —an pl L?—f_ﬁll (p> e—P/Q mlt p= n—aor7 ag = m62

(3.45)

Die Funktionen L' (p) sind in der Mathematik unter dem Namen zugeordnete
Laguerre-Polynome bekannt. Sie sind vom Grad n — [ — 1 und habenn — [ — 1
Nullstellen (“Knoten”). Die Radialteile fiir die Atomorbitale zu den Hauptquan-
tenzahlen 1, 2 und 3 sind in Tabelle 3.4 als Beispiele aufgelistet. In Abbildung 3.6
sind diese Funktionen noch einmal graphisch dargestellt.

Insgesamt haben die Atomorbitale U,,;,,, (7,0, ¢) = Ryu(r)Y,m(0, ¢) genau n—
1 Knoten. Die (reellen Linearkombinationen der) Atomorbitale zu den niedrigsten
Quantenzahlen sind in Abbildung 3.7 gezeigt.

Da die Energien im Wasserstoffatom nur von der Hauptquantenzahl n abhin-
gen gibt es zu jedem Energieniveau n? Atomorbitale mit [ < n und |m| < [.
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Abbildung 3.6: Radialteile der Atomorbitale fiir die ersten drei Werte der Haupt-
quantenzahl n (K-, L-, und M-Schale) fiir Wasserstoff-dhnliche Atome bzw. lonen
(mit nur einem Elektron).
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Abbildung 3.7: Dreidimensionale Darstellung der Atomorbitale zu den niedrig-

sten Quantenzahlen. Erste Zeile: s-Funktion, zweite Zeile: p-Funktionen, dritte
Zeile: d-Funktionen, vierte Zeile: f-Funktionen.
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Die Energieniveaus sind in diesem Fall n?-fach entartet. In Atomen mit mehr als
einem Elektron hingen die Energieniveaus jedoch auch von der Drehimpulsquan-
tenzahl [ ab und sind nur noch 2/+1-fach entartet. Dies erklért sich durch die
Form des Radialteils: Unabhingig davon welchen Wert die Hauptquantenzahl n
hat, sind die Funktionen R,; nur fiir [ = 0 (s-Funktionen) im Koordinatenur-
sprung = 0 verschieden von Null. Fiir alle anderen Drehimpulsquantenzahlen
(p-, d-, usw. Funktionen) ist R,;(0) = 0. Elektronen in s-Funktionen haben da-
durch eine hohere Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Kernnihe als Elektronen in
p- und d-Orbitalen der gleichen Schale und werden dadurch weniger stark durch
die Elektronen der inneren Schalen von der Kernladung abgeschirmt.

Die im Ausdruck fiir die Energieniveaus des Wasserstoffatoms auftretenden
Naturkonstanten werden oft zusammengefasst:

7% e*m 7?
F=-———=——F 3.46
: 2n? (4mey)?h? om2 " (3.46)
Die Grofle E), = (472% wird als atomare Einheit fiir Energien verwendet und

als Hartree bezeichnet. Es ist 1 F;, = 27.2114eV.

3.5.6 Zusammenfassung

e Die Separierbarkeit hat ihren Ursprung in der Symmetrie und héngt eng mit
Erhaltungsgroen und Quantenzahlen zusammen.

e Fiir Elektronen in Atomen und fiir die Rotation von Molekiilen ist das Po-
tential V' unabhingig von den Winkeln ¢ und 6.

— Man kann die Wellenfunktion (“Orbitale”) ansetzen als:
\Ijnlm(fj = Rnl(r) : Yim(ga ¢)

dabei sind Y},, (0, ¢) Eigenfunktionen von L? und L, (klassische Me-
chanik: ist V' winkelunabhingig, dann ist der Drehimpuls eine Erhal-
tungsgrofie).

- Die Funktionen Y, (6, ¢) sind

+ Eigenfunktionen von L2 mit Eigenwerten [(I + 1)h? wobei | =
0,1,2,...

* und gleichzeitig Eigenfunktionen von L. mit Eigenwerten mh
wobeim = —1[,...,0,...,1
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— Fiir m # 0 sind die Y},,, komplex. Sie konnen aber paarweise zu rellen
Funktionen linearkombiniert werden:

% (=1 Y + Vi, % (D)™ Yoy + Y]

Diese reellen Atomorbitale sind keine Eigenfunktionen mehr von L,
aber von L2, L,

— Bezeichung der Wellenfunktionen bzw. Atomorbitale:

[ komplex reelle Linearkombinationen

0 s Yoo s

I p Y1 1,Y10, Y141 Pz> Py> Dz

2 d Yo _9,...,Y5 49 A2y, doz2_y2_y2, Aoy, dysy dy

3 f }/2,—29 sy }/é,+2 fm(m2—3y2)’ fy(3oc—y2)’ fmyz’ fz(mQ—y2),
fsz’ fyzZ’ fz3

— Die gleichen Winkelanteile erhélt man auch fiir Atome mit mehreren
Elektronen und fiir die Wellenfunktionen, die die Rotation von Mole-
kiilen beschreiben.

o Fiir Wasserstoff-dhnliche Atome bzw. Ionen hingen die Energieeigenwerte
nur von der Hauptquantenzahl n ab. Die Energieniveaus sind n?-fach entar-
tet.

e In Atomen mit mehr als einem Elektron sind die Energienvieaus von der
Drehimpulsquantenzahl [ abhédngig und nur noch 2/+1-fach entartet. Die
Entartung bzgl. [ ist dann aufgehoben, da die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
in Kernndhe von der Drehimpulsquantenzahl [ abhédngig ist und Orbitale
mit hoherer Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Kernnihe weniger durch die
tibrigen Elektronen von der Ladung des Kerns abgeschirmt werden.
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3.6 Erginzung: Nullpunktsenergie und Unschirfe

In der klassischen Mechanik konnte das Elektron im H-Atom um das Proton (d.h.
in einem Coulombpotential) auf Bahnen mit beliebig tiefer Gesamtenergie krei-
sen. Das dies in der Quantenmechanik nicht mehr moglich ist liegt an der Un-
schirferelation:

e Orbitale mit immer groBerer Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Kernnédhe

wiirde man mit dem Ansatz ¥V (r, a) = 4/ 0‘736“’”" fiir immer grossere Werte
von « erhalten: je groBer o desto schneller fillt die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit mit 7 ab.

e Je mehr der Aufenthaltsbereich des Elektrons auf kernnahe Abstind be-
schriankt wird, desto kleiner wird die Ortsunschéirfe

0y, = (V|(z — (2))*|¥) = (V]2*|¥) — (P|z[T)* .

px:

Fiir unseren Ansatz erhilt man?

e Nach der Heisenbergschen Unschérferelation muss dann

h
O'I'UPZEE

sein und die Unschirfe fiir den Impuls

0y, = (V| ¥) — (]p,|T)”

pw:

zunehmen und damit wg. (¥|p,|¥) = 0 auch die kinetische Energie 7' =
5=(U|p2| W) zunehmen. Fiir unseren Ansatz erhalten wir®

ah N h
o, = — Op* Op, = —=

’Das Integral (¥|z|W¥) ist aus Symmetriegriinden Null. Mit dem bestimmten Integral
Joormedr = 24t erhdlt man fir (U|2?|0) = (¥|ir?|0) = (07‘T—3)2471'foOo e~ 2arpddy

3
S VR
B Am (2a)® T a?

3 Auf dhnliche Weise erhélt man fiir die Impulsunschirfe (V|p2|¥) = <\IJ|%2]§Q\\I/> = (U] -
EAD) = a2,
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Fiir das H-Atom (und ebenso fiir alle anderen Systeme, fiir die (V|p,|¥) =
(U[py| W) = (U[p.|W) und op = (V|p;|¥) = (V[p}|T) = (V[p2|¥) = 5T
ist finden wir, dass aufgrund der Heisenbergschen Unschérferelation:

.3 3/ h\2 3h
T=>0>> —( ) = 3.47
2%” — 2\20, 880, ( )

Ein Zustand, in dem das Elektron keine kinetische Energie hat, ist damit nur
moglich wenn die Ortsunschérfe o, unendlich und damit der Aufenthaltsort
des Elektrons vollig unbestimmt ist.

Wir halten fest: Ursache dafiir, dass es im H-Atom (und ebenso in allen anderen
gebundenen Systemen) einen Zustand tiefster Energie (Grundzustand) mit £y >
—oo gibt und die Wellenfunktion des Elektrons nicht im Kern “verschwinden”
kann ist die Heisenbergsche Unschirferelation zwischen Ort und Impuls.

3.7 Erginzung: Potential mit Barriere als Modell
fiir den Tunneleffekt

Im Unterschied zur klassischen Mechanik konnen in der Quantenmechanik Teil-
chen in Raumbereiche eindringen in denen die potentielle Energie groBer ist als
ihre Gesamtenergie. Dieser Tunneleffekt hat auch Auswirkungen auf die Che-
mie. Er beeinflusst z.B. wesentlich die Geschwindigkeit von Protonentransfer-
Reaktionen.

Ein einfaches Modell fiir den Tunneleffekt ist eine kastenférmige Potential-
barriere, wie es in Abb. 3.8 gezeigt ist:

0 firz<O Bereich 1
Potential: V =< V, fiir0 <ax <[ Bereich?2 (3.48)
0 fiurz >1 Bereich 3

Die Vorgehensweise zur Berechnung der Wellenfunktion ist fiir dieses Potential
dhnlich wie beim Teilchen im Kasten. Betrachten wir zunéchst die drei Raumbe-
reiche getrennt, dann erhalten wir fiir die Differentialgleichung

d*V(z) 2m(E-V)
dx? i h?

U(z) =0 (3.49)
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Abbildung 3.8: Tunneleffekt an einer Potentialbarriere. Wihrend in der klassi-
schen Mechanik Teilchen die Potentialbarriere nur iiberwinden konnen, wenn ih-
re Energie grofer als die Barrierenhohe Vj ist, erlaubt die Quantenmechanik das
Eindringen in die Barriere und ihre Uberwindung mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit auch noch wenn Energie der Teilchen kleiner als die Barrierenhdhe ist.

jeweils als allgemeine Losung:

. . 1

l: U= Ae’* 4 Be~ = mit k = % = gv 2mE (3.50)
iy iy 1

2: U=Ae®T 4 Blem®T  mitk = ﬁ\/Zm(E — Vo) (3.51)

3: U= Aehr 4 Bleike (3.52)

Eindeutigkeit und Stetigkeit der Wellenfunktion bei z = 0 und x = [ erfordert,
dass

v0) = A+B = A+DB (3.53)
v'(0) = ik(A—B) = ik'(A'— B (3.54)
\I}U) _ Aleik'l+Ble—ik'l — Alleikl+Bl/6—ikl (355)
V() = i <A/€ik’l _ B/e—ik:’l> — ik <A//eikl _ B//@—ikl) (3.56)

Dies sind 4 Gleichungen mit 6 Unbekannten. Erst durch Angabe 2 weiterer Rand-
bedingungen werden alle Unbekannten bestimmt. Die Wellenfunktion fiir dieses
ungebundene System ist nicht quadratintegrierbar. Man kann daher als Normie-
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rung nicht [*°° |¥|2dx = 1 fordern, sonder nur eine Unbekannte willkiirlich fest-
setzen. Eine weitere Unbekannte kann z.B. durch Wahl von Anfangsbedingungen
festgelegt werden.

Beispiel: Wir betrachten die Situation, die ensteht, wenn man von der Aus-
gangssituation “alle Teilchen fliegen nach rechts” ausgeht:

e Teilchen aus der Zone 1 fliegen auf die Potentialbarriere zu und konnen dort
reflektiert werden, oder in den Bereich 3 weiterfliegen, wenn E > 1} ist,
bzw. wenn E < Vj ist, die Barriere durchtunneln und in diesen Bereich
hineinfliegen.

e Im Bereich 3 kann es keine Teilchen mit p < 0 (Impuls nach links) geben
= B"=0.

e Wir wihlen zusitzlich A” = e~ um Normierung & Phasenfaktor der
Wellenfunktion festzulegen.

Es werden zuniéchst die beiden Gleichungen

U(l) = Ay Ble ! = 1 (3.57)
1 ik'l —ik'l k
V() = Ae™ —PBle = = (3.58)
nach A’ und B’ aufgelGst:

1 kN
A = 5(1+E)e*“” (3.59)

1 kN
B = 5(1—E)e’kl (3.60)

Anschliessend konnen die beiden iibrigen Gleichungen nach A und B aufgelost
werden:

1 !/ / k, !/ !/
A = §{<A+B>+E<A—B>} (3.61)
1 !/ / k, / /
B = §{<A+B>—E(A—B>} (3.62)
Setzt man die Euleridentitiit ¢’ = cos(¢) + i sin(¢) ein,
A"+ B = cos(k'l) — z% sin(k'l) (3.63)
A'—B = L cos(k'l) — isin(k'l) (3.64)

kJ
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erhalt man schliesslich:

, ik KN L,
A = cos(k'l) — 3 (E + E> sin(k'l) (3.65)
ik KN .,

Interessant ist die Wahrscheinlichkeit mit der Teilchen, die im Bereich 1 nach
rechts fliegen (p > 0), durch die Barriere durchgehen und im Bereich 3 ankom-
men. Diese Transmissionsrate 7" ist in klassischen Mechanik 1 fiir £ > V[, und
0 fir £ < V4). In der Quantenmechanik erhalten wir ein anderes Ergebnis. Der
Anteil der Teilchen, die in den Bereichen 1 und 3 nach rechts fliegen, wird durch
die Betragsquadrate der Beitrige zur Wellenfunktion mit den Amplituden A und
A" beschrieben. Fiir die Transmissionrate 7' = | A”|? /| A?| erhilt man:

)2 '\ 2 -
po- AP _ 1 lCOSQ(k:’l)ﬂLl(%%—E) SiDQ(k’,l)} (3.67)

AR AR ARk

Der Vorfaktor des zweiten Terms lasst sich umschreiben:

(E+5) = e (B (3.68)

I
(E_E'f _ E__JE=V _ Vo (3.69)
Kk E -V, E VE(E =Vp) '

Man erhilt:

2

-1
0 201
1E(E — V) sin”(k l)] (3.70)

= it

Fiir E < Vj ist &’ komplex. Man kann dann &' = i3 mit 8 = /2m(V, — E)/h?
und sin(if31) = isinh(Al) substituieren:

2

-1
0 12

- i

Beispiel: L = \/h?/2mVj
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Transmissionsrate T’

1.2
1 L
0.8
|
0.6 } quantenmechanisch [ =L  ——
) quantenmechanisch | = 2L
0.4 } quantenmechanisch [ = 10L ------
} klassisch ———
0.2 }
0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Energie / Vj

Wir lernen aus diesem Modell:

Teilchen konnen in klassisch “verbotene” Bereiche eindringen und auf die-
se Weise Barrieren durchdringen, die nach der klassischen Mechanik nicht
iiberwunden werden konnten.

Tunneln ist ein typisch quantenmechanischer Effekt ohne klassisches Ge-
genstiick.

Tunneleffekte spielen in manchen chemischen Reaktionen (Protonentrans-
fer) und bei Kernreaktionen eine wichtige Rolle.

Die Transmissionsrate 7' ist umso grofer,

— je groBer die kinetische Energie im Verhiltnis zur Barrierenhdhe ist,
— je kiirzer die Barriere im Vergleich zu L = h/+/2mV} ist, und

— je kleiner die Masse ist (umso groBBer wird L).

Fiir [/L. — oo nihert sich das quantenmechanische Ergebnis — entspre-
chend dem Korrespondenzprinzip — dem klassischen Resultat an.



Kapitel 4

Grundlagen der chemischen
Bindung

Wihrend die Bindung zwischen Ionen schon durch ein einfaches elektrostatisches
Modell zu verstehen ist, versagen bei der kovalenten Bindung klassische Modelle.
Hier spielen typisch quantenmechanische Effekte wie z.B. Interferenz zwischen
Atomorbitalen eine wichtige Rolle. Molekiile sind jedoch Vielteilchensysteme,
fiir die Schrodingergleichung nicht mehr exakt sondern nur noch niherungswei-
se gelost werden kann. (Mit heutigen Computern ist dies jedoch fiir viele Fille
mit sehr hoher Genauigkeit moglich.) Hierbei spielen Separationsansitze immer
wieder eine grofie Rolle.

Bevor wir betrachten, wie kovalente Bindungen in Molekiilen mit der Quan-
tenmechanik beschrieben werden kann, wollen jedoch ein auf atomare Dimen-
sionen angepasstes Einheitensystem einfiihren, in dem fast alle Konstanten in der
Schrodingergleichung verschwinden, was die Gleichungen erheblich iibersichtli-
cher werden ldsst.

4.1 Atomare Einheiten

Fiir die Beschreibung von Elektronen und Atomen sind SI-Einheiten aufgrund der
auftretenden Naturkonstanten und der hohen 10er-Potenzen unhandlich. Man ver-
wendet daher besser Einheiten, die an atomare Systeme angepasst sind. Ein sol-
ches Einheitensystem sind die sogenannten “atomaren Einheiten” (engl. atomic
units). Fiir atomare Einheiten wird unabhéngig von der physikalischen Gro83e das
Einheitensymbol “a.u.” verwendet. Als Grundeinheiten werden dabei die Elek-

58
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Tabelle 4.1: Atomare Einheiten (engl. atomic units, a.u.) fiir die wichtigsten
GrundgroBen.

GroBe Einheit
Masse Me (Masse eines ¢7)
Ladung e (Elementarladung)
Drehimpuls, h=h/2r (reduzierte Planksche Konstante,
Wirkung h = Planksche Konstante)
Linge ag = 4;2@2 (Bohrscher Radius)
Energie E, = mh—; = 4;;0 (Hartree)
edp
Impuls h/ag
Zeit to = h/Ey

tronenmasse m., die Elementarladung e und die reduzierte Planksche Konstante
h = h/2m verwendet (Tab. 4.1). Hiufig benétigte, daraus abgeleitete Einheiten
sind das Doppelte der lonisierungsenergie des Wasserstoffatoms fiir Energien und
der Bohrsche Radius fiir Lingen. Fiir diese beiden Grof3en werden neben der Be-
zeichnung “atomare Einheiten” auch die Bezeichnungen bzw. Abkiirzungen Har-
tree (£}, oder H) und Bohr (a( oder bohr) verwendet (vgl. Tab. 4.1). Gelegentlich
braucht man fiir dies GroBlen die die Umrechnungsfaktoren fiir in SI-Einheiten:

lay = 52.9177 pm = 0.529177A
1E, = 27.2113 eV = 2626 kJ/mol

In der letzten Gleichung steht ein = statt =, da kJ/mol eine Einheit fiir Energie pro
Stoffmenge (gemessen in mol) ist, wihrend Ej, und eV Einheiten fiir die Energien
einzelner Teilchen sind.

Bei der atomaren Einheit fiir Massen, m., muss man aufpassen, dass sie nicht
mit der Einheit fiir Kern- oder Molmassen verwechselt wird.

m, = ——u (Einheit fiir Molmassen)
1823
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In atomaren Einheiten vereinfacht sich der Hamiltonoperator fiir Molekiile zu:

. ZAZp
i = ZQMA Z Z Rap _ZT1A+Z_ @1

) A<B A 1<J

4.2 Die Born-Oppenheimer-Niherung: Abtrennung
der Kernbewegung

Eine wichtige Nidherung, die eng verkniipft ist mit unserer Vorstellung vom Auf-
bau von Atomen und Molekiilen, ist die Abtrennung der Kernbewegung von der
Elektronenbewegung. Aufgrund ihrer 1.000 bist 100.000 mal groeren trigen Mas-
se ist die Bewegung der Kerne in der Regel sehr viel langsamer als die Bewegung
der Elektronen. Die Elektronen “folgen” instantan der Bewegung der Kerne.

Annahme: Fiir eine gegebene Anordnung der Kerne (d.h. Bindungsabstinde
und Winkel) kdnnen wir die Wellenfunktion fiir die Elektronenbewegung so be-
stimmen, als ob sich die Kerne in Ruhe befinden wiirden. Die Gesamtwellenfunk-
tion ldsst sich in dieser Nidherung als Produkt zweier Anteile schreiben:

WIS (7%, Ra) & @™(Ry) - U (75) (4.2)

Die mathematische Ausformulierung dieses Konzepts geht auf Max Born' und J.
Robert Oppenheimer? (Ann. Phys. 84 (1927) 457) zuriick. In der Born-Oppen-
heimer-Niherung wird die Schrodingergleichung fiir diesen Wellenfunktionsan-
satz ndherungsweise gelost.

Strategie zur Niherungslosung der Schrodingergleichung:
1. Man teilt den Hamiltonoperator auf in
] Z a Z b Z A
H = — 4.3
R Y e % e

A<b 1A 1<J
_,_/
Tnuc Tel V(Tl RA)

"Max Born, deutscher Mathematiker und Physiker, x 11. Deyember 1882 in Breslau, { 5. Januar
1970 in Géttingen.

2Julius Robert Oppenheimer, US-Amerikanischer theoretischer Physiker, x 22. April 1904 in
New York, T 18. Februar 1967 in Princeton. Doktorand von Max Born.



4.2. DIE BORN-OPPENHEIMER-NAHERUNG 61

und definiert den “‘elektronischen” Hamiltonoperator:
HYR,) = T + V(7 Ra) (4.4)

(Man beachte, daf} He den gesamten Operator fiir die potentielle Energie
V' inklusive der Kern-Kern-Abstossung enthiilt.)

2. Separations-Ansatz (hier eine Ndherung!) fiir die Wellenfunktion:

WO (7%, Ra) 2 O™ (Ra) - W (7%) (4.5)

3. Zunichst wird der elektronische Anteil der Wellenfunktion als Eigenfunk-
tion des elektronischen Hamiltonoperators bestimmt:

H(Ra) % (75) = E“(Ra)V (7%) (4.6)
Dies wird fiir alle in Frage kommenden Kerngeometrien B4 getan.

4. Die Schrodingergleichung fiir die Kernbewegung wird (wenn iiberhaupt)
nur ndherungsweise gelost:

]:I\I/ges(ﬁa RA) = \I;%ZA (7) (Tnucq)nuc(R'A) + Eez(ﬁ,q)@"“(ﬁ,a;))
+Rest = B0 (7, Ry) “.7)

wobei (Produktregel der Differentialrechnung!)

Rest = =% > 1\14A { (VA@;;A(@)) <VA¢““C(}?A)) 4.8)
A

T+ (y) (Aawy (7)) }

In der Born-Oppenheimer- (oder “clamped nuclei”’-) Néiherung wird der
“Rest” (die sogenannte “nicht-adiabatische Kopplung™) vernachlaBigt.

5. Multiplikation von Gl. (4.7) mit \D%A (7;)* (wobei Rest vernachlissigt wird)
und Integration iiber die Elektronenkoordinaten fiihrt zur Schroderinger-
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gleichung fiir die Kernbewegung:

=1

.

[ v G R, (174 (R )R (4.9)
R3Nes
=g [ w0 (R 8

]RsNel
N

J/

-~

=1

Man erhilt damit fiir die Kernwellenfunktion die Gleichung:

(1 + ¥ (Fy) ) 97(R) = B0 R ) (4.10)

N J/
-~

_Hnuc,BO

In der Born-Oppenheimer-Néherung stellen die Eigenwerte Eel(ﬁ 4) des elektro-
nischen Hamiltonoperators ein effektives Potential fiir die Kernbewegung dar. Sie
treten in der Gleichung fiir die Kernbewegung an Stelle eines Potentials V(é 4)
auf. Die Auftragung von E¢ (ﬁ 4) als Funktion der Bindungsabstinde und Winkel
wird als Potentialkurve bzw. Potential(hyper)fliche bezeichnet. Minima auf den
Potentialkurven- oder flachen sind Gleichgewichtsgeometrien fiir die Kernbewe-
gung. Es sind solche Gleichgewichtsgeometrien, von denen wir sprechen, wenn
wir von Molekiilstrukturen reden.

In gebundenen Zustinden schwingen die Kerne um die Gleichgewichtsgeo-
metrie R, auf der Potentialfliche herum. Da die Potentialflichen nicht so sym-
metrisch sind, wie das parabelférmige Potential eines harmonischen Oszillators,
weicht der mittlere Kernabstand, der in der Literatur mit /2, bezeichnet wird und
sich als Erwartungswert Ry = f druex RO™MCdR berechnen ldsst, etwas vom
Gleichgewichstabstand R, ab (vgl. Abb. 4.1).

Die Energiedifferenz zwischen dem Mininum der Potentialkurve und der Ener-
gie bei R — oo wird in der Literatur als elektronischer Beitrag zur Dissoziations-
energie, D, bezeichnet. Fiir die gesamte Dissoziationsenergie einschliesslich der
Nullpunktsschwingungsenergie im Schwingungsgrundstand wird das Symbol D,
verwendet.
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|

Abbildung 4.1: Potentialkurven zu drei Eigenwerten Ej, E5 und Es5 von He
als Funktionen des Kernabstandes R. Die beiden tieferen Potentialkurven ha-
ben Minima. In diesen Zustidnden ist das Molekiil gebunden und die Kerne
schwingen um den Gleichgewichtsabstand. Einige der tiefsten Schwingungsni-
veaus sind eingezeichnet. Fiir den Grundzustand sind der Gleichgewichtsabstand
(dass Mininum der Potentialkurve) R., der Erwartungswert des Bindungsabstan-
des Ry = f oruer Rp™ed R, die elektronische Dissoziationsenergie D, und die
gesamte Dissoziationsenergie einschlieBlich Nullpunktsschwingungsenergie, D,
eingezeichnet.
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4.3 Dirac- oder Bra-Ket-Notation:

Von Dirac wurde eine Kurzschreibweise eingefiihrt, die sich eng an die Schreib-
weise fiir Skalarprodukte in Vektorrdaumen anlehnt und als Dirac-, Bra-Ket- oder
Bracket-Notation® bezeichnet wird:

e Quantenmechanische Zustinde (Vektoren des Hilbertraumes) werden in der
Braket-Notation geschrieben als:

U,(7) — |¥;) oder |i) "Ket” |

e die komplex konjugierten Zustinde als
U, ()" — (i “Bra” .

e Skalarprodukte werden dann analog zur der in Mathematik verwendeten
Schreibweise als

/wmﬂhzwm
r RB

geschrieben.

e Fiir hermitesche Operatoren ist (i|Aj) = (Ai|j) . Man verwendet deshalb
fiir diese Integrale mit hermiteschen Operatoren die symmetrische Schreib-

weise:

[ iy v dr = (i)

rR3
Da A mit A;; = (i|A|j) fiir orthonormale Funktionen ¥y, W,, ... die Ma-
trixdarstellung von A in dem von W, W,, ...aufgespannten Funktionen-

raum ist, bezeichnet man (i| A|j) als Matrixelemente.

4.4 Variationsverfahren

Fiir Molekiile mit vielen Kernen und Elektronen ist auch die elektronischen Schro-
dingergleichung nicht ohne weitere Nidherungen moglich. Neben dem Separati-
onsansatz ist ein wichtiger Ausgangspunkt fiir Ndherungsmethoden das Variati-
onsverfahren. Es beruht auf dem:

3yon bracket, dem englischen Wort fiir Klammer.
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Variationstheorem (Gesetz 4.1) Ist U die Eigenfunktion, die den Grundzu-
stand beschreibt, (d.h. H Vo = FEgV und Ey der niedrigste Eigenwert), so
gibt es keine andere Funktion V im Hilbertraum, die einen tieferen Energie-
erwartungswert liefert:

(V|H|P)
ElV] = > E (4.11)
(W]w)
Fiir die exakten Eigenfunktionen V; des Hamiltonoperators ist der Energie-
Erwartungswert stationdir:

SE[V] o o | .
O |y W{<5‘1”H|‘1’z> Ez<5\1f|\111>}+c.c. =0 (4.12)

(Hierbei steht “c.c.” fiir das komplex konjugierte des voranstehenden Ter-
mes.)

Variationsverfahren: Wihle einen Ansatz V(7 ¢, ¢a, .. .) mit variablen Para-
metern ci, co, ... und bestimme dann die optimalen Werte fiir ¢y, co, ... so dal
die Energie F[V] minimal wird. Die niedrigstmogliche Energie ist zugleich die im
Rahmen des gewihlten Ansatzes bestmogliche Niherung fiir die exakte Grundzu-
standsenergie.

Wie findet man ein Minimum? Notwendige Bedingung: Fiir die optimalen Pa-
rameter muf} die erste Ableitung verschwinden:

OE[V (7, ¢y, ca,...)]
00,-

=0 fir e =1,2,... (4.13)

Um sicher zu sein, dass ein so gefundener stationédrer Punkt tatsichlich ein Mini-
mum und nicht ein Sattelpunkt oder Maximum ist, muss noch iiberpriift werden,
ob die Hesse-Matrix mit den zweiten Ableitungen H,;; = %@ECJ- an den gefunden
stationiren Punkten ausschlielich positive Eigenwerte hat.
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Tabelle 4.2: Integrale fiir die Beschreibung des H-Atoms mit dem Wellenfunkti-
onsansatz W («) = N(a)e ", Dabei wird verwendet, dass [~ r™e™*"dr = L
ist.

Normierungsfaktor:
s N(a)?e727dr = N(a)?4r [F e 2 r2dr = N(a)?4n 525 =1
R 0

(20)
= N(a)= \/%3
Potentielle Energie:

(U] — |\I/ fRS Zo‘rldr = —N(a)?4r fooo e 2 rdr

:_? A - (Qa)

= V(o) =—-«

= —

Kinetische Energie:

(W] — 2[0) = Juse o (Liamyedr

(@)?
(a)?2m [° _W( 2%)6_0”7"2d7°
-2

20 _ 1 _ a?
(35 - d) =2 (- %) =%

2

= T(&) =%

Variationsverfahren fiir den Grundzustand des H-Atoms (Beispiel 4.1) Zur
Veranschaulichung wollen wir das Variationsverfahren auf den Grundzustand des
H-Atoms anwenden. Als Ansatz verwenden wir die Funktion:

U(r,a) = N(a) e " (4.14)

mit dem variablen Parameter «.. Der Vorfaktor N(«) = /o2 /7 wird so gewdihlt,
dass U normiert ist auf (V|V) = 1. Wir erhalten dann fiir die Energie:

B[] = E(a) = {¥(r.0)| - %"I/(r, o))+ {¥(r,0)] - pr(r, o)) @15)

[\ J/

-~ -~

T(a) V(a)

wobei die Berechnung der Integrale (zur Berechnung der Integrale vgl. Tabelle
4.2) ergibt:

Via)=-a und Tla)=— =  Ela)= % —a . (4.16)
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Die Berechnung des Minimum liefert:

0=—=a-1 = a=1. (4.17)
da

Dies ist das gleiche Ergebnis, das auch durch Losung der Schrodingergleichung
fiir das H-Atom gefunden wurde: Ist der Ansatz fiir die Wellenfunktion flexibel ge-
nug, dann ist das Variationsverfahren dquivalent zur exakten Losung der Schro-
dingergleichung. Es ermoglicht aber auch fiir komplizierte Fiille mit relativ einfa-
chen Wellenfunktionansdtzen Ndherungslosungen fiir die Grundzustandswellen-
funktion und Energie zu finden.

4.4.1 Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAQO)

Eine Anwendung des Variationsprinzips ist das LCAO-Verfahren zur Berechnung
von Molekiilorbitalen. Hierbei ist die Idee, dass die Orbitale (Wellenfunktionen
fiir ein Elektron) in Molekiilen ndherungsweise als Linearkombination aus we-
nigen Atomorbitalen (z.B. den Valenzorbitalen) der beteiligten Atome angesetzt
werden konnen.*

Vorgehensweise:

1. Wihle eine Menge von Basisfunktionen (Atom-Orbitale oder Ndherungen
dafiir) ¢;, @ = 1,...,n (...00) und mache fiir die Molekiilorbitale den

Ansatz
n

V= ad (4.18)

i=1
(Der Einfachheit halber nehmen wir im folgenden an, dass die AOs ¢; und
die Koeffizienten c; alle reell sind.)

2. Der Energieerwartungswert berechnet sich dann als:

L WlHP)  XyciHie
Ele) = Wl)y Yo Sua @19

mit

4Je mehr Atomorbitale (oder allgemein: Basisfunktionen) in der Linearkombination beriick-
sichtigt werden, desto genauer werden die Ergebnisse sein.
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e der Uberlapp-Matrix Sy, = (éx|¢), und

e der Hamilton-Matrix H;; = (¢ H|¢;).

Beide Matrizen sind hermitesch und fiir reelle AOs und MOs (was wir hier
annehmen wollen) reell und symmetrisch:

Sij = Sji und Hij = Hji

3. Bestimmung des Minimums:

dE[¢)
de

Ableitung des Zihlers:
d
d—ck<2a H; Cj) — Z Hyjc; + Z ¢i Hi =2 Z Hyje; (421)
Y J 1 j

Ableitung des Nenners (Quotientenregel!):

2 S - Cj S c Ca
d ( 1 ) _ Z] kj Cj i :_223 kj Cj (4.22)
der N2y i S < i Ci i Cj)

N2
mit der Abkiirzung N = Z ¢; Sij ¢;. Insgesamt erhilt man:

=0 firallek=1,...,n (4.20)

. I S,
dB[E] _ % kuca <2QH”CJ>. _ )¥ (4.23)

de 2

= N Z (Hy; — ESkj)c; = 0 fiiralle k (4.24)
J

Wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass £ = (3_,; c;H;jc;) /N ist.

Man erhilt ein verallgemeinertes Matrix-Eigenwertproblem:
He = ESc (4.25)

Man erhilt so viele Losungen (Eigenwerte [, und -vektoren #(M)) wie Basis-
funktionen verwendet wurden. Gesucht werden meist jedoch nur die niedrigsten.
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Tabelle 4.3: Vergleich zwischen der algebraischen Darstellung von Wellenfunk-
tionen und Operatoren nach Einfithrung einer Basis als Vektoren und Matrizen,
der tiblichen Darstellung im Hilbertraum und der Darstellung von Ortvektoren
und deren Abbildungen im R3.

Hilbertraum der U.n terraum . aller 3-dimensionaler
. . Linearkombi-
quadratintegrier- . reeller  Vektor-
. nationen aus N 3
baren Funktionen ) ) raum R
Basisfunktionen
Elemente 1) mit W =cip1 + caga. .. 7= x€, + Y&, + 2€,
0 < fos *pdr < oo
Dimension 00 N 3
Norm W) (OI) = V& @
Skalarprod. {Wilt)s) (Wily) = & - & = &l T T
Abbildung. | Operatoren Matrizen 3 X 3-Matrizen:
U = OV &' =0¢ N )
. OA] . 0 1
mit O;; = (i|O|j) o
Eigenwertgl. }AI@DZ- = E;1; Hc, = E;Sc; < i );: o
0 1 2

e Die Eigenwerte E,, geben die Orbitalenergien der Molekiilorbitale an.

e Die Elemente der Eigenvektoren &™) sind die Koeffizienten mit denen die
Atomorbitale zu den Molekiilorbitalen beitragen:

=1

4.4.2 Exkurs: Hilbertraum, Vektoraum, Operatoren, Matrizen

Durch Einfiihrung einer Basis konnen in dem Unterraum aller Linearkombina-
tionen von ¢, ¢o, ..., ¢ die Funktionen ¥ durch die Koeffizienten-Vektoren ¢
und Operatoren durch Matrizen représentiert werden (s. Tabelle 4.3). Man erhilt
eine algebraische Darstellung der Wellenfunktionen und Operatoren. Zum Bei-
spiel geht die Schrodingergleichung von einer Differentialgleichung 2. Ordnung
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Abbildung 4.2: Das Hj -Molekiilion. Die Vektoren R, und Ry zeigen vom Ur-
sprung O zu den Positionen der beiden Kerne und die Vektoren 74 und 73 von
den Kernen und der Vektor 7 vom Ursprung zur Position des Elektrons.

in eine Matrix-Eigenwertgleichung iiber, wie wir dies am Beispiel der LCAO-
Entwicklung der Molekiilorbitale gesehen haben.

4.5 Homonukleare Bindung: das H; -Molekiilion

Als einfachstes Beispiel fiir eine chemische Bindung betrachten wir das Molekiil-
ion Hy, das wie das H-Atom nur ein Elektron enthilt. In der Born-Oppenheim-
er-Niherung erhalten wir fiir die elektronische Wellenfunktion (das vom Elektron
“besetzte Molekiilorbital”) die elektronische Schrodingergleichung:

H = - = - —— —+ = (4.26)
Hify = EY(R) 4.27)

Hierbei sind r4 und r5 die Abstinde des Elektrons von den beiden Atomkernen
und R der Bindungsabstand des Hj .

Als erste Niherung kann man die Wellenfunktion 1) als Linearkombination
der beiden 1s-Atomorbitale der beiden H-Atome ansetzen:

D154 = ﬁffu 15,8 = ﬁqu (4.28)

Y = caQisatCBOisB (4.29)
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Man erhilt die Eigenwertgleichung:
Hc¢ = ESc (4.30)

R
c = (CB) (4.31)

(A PrealH|prsa) (DroalH|dran) \ [ Haa Hap
H= . - = (4.32)
<¢1S,B|H|¢1S,A> <¢1s,B|H|¢1s,B> Hap Haa
wobei ausgenutzt wurde das H g = Hp, und, da die beiden Atome gleich sind,
auch H 44 = Hpp ist. Fiir die Uberlapp—Matrix erhilt man:

| AD1s,alP15.4) (D1saldiss) \ 1 Sap
S = ( <¢1S,B’¢13,A> <¢18,B’¢15,B> > o ( SAB 1 ) (433)

da ¢15 4 und ¢y, p jeweils normiert sind.

mit

und

Losung des Eigenwertproblems: (Rechnung 4.1)

Die Eigenwertgleichung (H — ES)c = 0 hat nur nichttriviale Losungen mit
& # 0 wenn die Determinante |H — ES| = 0 ist. Fiir unseren Ansatz mit zwei
Basisfunktionen erhalten wir eine quadratische Gleichung,

Hap—FE  Hap— ESap ( )2 < 2
— (Has—E) — (Hap— ES ) —0
HAB _ ESAB HAA _E AA AB AB
(4.34)

die sich umschreiben ldsst zu:

HupSap— Han H3i,— Hip

E?4+2F =0 vel.: 2> +xp+q =0 (4.35)

1—5%5 1—5%5
Die zwei Losungen (—5 & %\/p2 — 4q) sind:
Haa+ Hap Hax— Hap
B, =22 777 F = = 4.36
* 1+ Sap 1—SaB (4:36)

Die Eigenvektoren werden nach Einsetzen der Ergebnisse fiir die Eigenwerte I
als Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems (H — E.S)c = 0 er-
halten. Fiir £ :

Haa Hap\ Haat+Hap (1 Sap CE“H =0 (437
Hip Hyq 1+ Sap Sap 1 cgr) '
1 HpnSap — Hap Hap — HaaSap CSF) —0  (438)
1+ Sap \ Hap — HaaSap HanSap — Has i) '




72 KAPITEL 4. GRUNDLAGEN DER CHEMISCHEN BINDUNG

= (HAASAB — HAB)CE:) -+ (HAB — HAASAB)Cg_) =0« CE:_) = Cg_) (4.39)
Und fiir E_:

Haa Hap Haa — Hag ( 1 SAB)) )
_ Aaa T Hap — 0 (4.40
((HAB HAA> 1—Sap \Sas 1 C(B_) 40

1 —HaaSap+Hap Hap — HaaSan C(A_) — 0 (44l
1—Sap \ Hap— HynSap —HaaSap+ Hap ) '
= —(HAASAB—HAB)CQ_)+(HAB—HAASAB)C(B_) =0& C(_) = _CSB_) (4.42)
Normierung:
eN' /1S c
(W) = (4 AB) (") = & +2Supcacp+ 5 =1 (4.43)
CB Sap 1 CB
Da cg) = j:cff) erhalten wir:
())2 ())2 1
2E£5,48)=1 = 4.44
() @=Sam) =1 = (@) =575 (4.44)

Wiihlen wir die Losungen mit positiven cf4+) am Atom A erhalten wir fiir die Ko-

effizienten:

) _ 1 (-) (-) 1
A B 2(1+ Sap) 4 o 2(1 — San)

4.5.1 Homonukleare Bindung: Ergebnisse

Die beiden Molekiilorbitale, die man aus dem einfachen LCAO-Ansatz in Gl.
(4.29) erhilt sind die Abbildung 4.3 dargestellt. Bei der Losung zur tieferen Ener-
gie E, iiberlappen die beiden Atomorbitale mit gleichem Vorzeichen und dieses
MO hat dadurch keinen Knoten. Das Molekiilorbital zur hoheren Energie hat da-
gegen eine Knotenebene senkrecht zur Kernverbindungsachse, da hier die beiden
AOs mit entgegengesetztem Vorzeichen iiberlappen.

Um Werte fiir die Energien als Funktion des Kernabstandes zu erhalten beno-
tigen wir die Matrixelemente H 44, Hap und Sap fiir das H;“—Molekiilion. Fiir
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Abbildung 4.3: Die beiden Losungen fiir die Molekiilorbitale des Hy -Molekiilions
wenn sie als Linearkombination der beiden 1s-Orbitale der H-Atome angesetzt
werden.

diese Integrale erhélt man:

1

Hun = Eg+e " <1+§> (4.46)
7 R? 1

Hyp = e (Ey—-R——+ — 4.47
AB e ( 0 6R 5t R> (4.47)

R R?
SAB = € 1+R+? (448)
Dabei ist £y = —% die Grundzustandsenergie eines H-Atoms. Setzt man die-

se Ergebnisse in die Ausdriicke fiir die Eigenwerte in Gl. (4.36) ein, erhilt man
die in Abbildung 4.4 gezeigten Potentialkurven. Bereits dieses einfache Modell
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Abbildung 4.4: Potentialkurven fiir das Hi-Molekiilion mit dem einfachen
LCAO-Ansatz 77/) = CA7 ¢15,A + cp ¢15,B-

sagt voraus, dass das Hj -Molekiilion im Grundzustand gebunden ist. Fiir den
Gleichgewichtszustand R, erhélt man ca. 2.5 bohr und fiir die Dissozationsenergie
D, = E (R.) — E0) ca. 0.065 E}, oder 1.77 eV.

Die mit dieser groben Nidherung berechneten Ergebnisse weichen noch deut-
lich von den experimentellen Werten ab. Man erhélt jedoch sehr schnell genauere
Ergebnisse, wenn man einen flexibleren Ansatz fiir die elektronische Wellenfunk-
tion macht:

e B. N. Finkelstein und G. E. Horowitz (Z. Physik 48 (1928) 188) verwende-
ten einen Ansatz mit flexiblen Exponenten fiir die beiden Basisfunktionen.
Der einfache LCAO-Ansatz ist gut fiir groBe Abstinde, da er das richtige
Limit fir R — oo gibt. Fiir kiirzere Abstinde braucht man einen jedoch
einen flexibleren Ansatz. Dies wird deutlich, wenn man betrachtet, was fiir
R — 0 (“united atom”) passiert, wenn das Hy -Molekiilion in He™ iibergeht:

Pret (1) = Ne™" (4.49)

Um auch dieses Limit richtig beschreiben zu konnen, bendtigt man einen
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Tabelle 4.4: Zusammenfassung der Ergebnisse einiger erster Rechnungen zur Bin-
dungslidnge und Bindungsenergie des HJ -Molekiilions.

Ansatz R, in bohr R, in pm D, ineV
LCAO 2.5 132 1.77
Finkelst. & Hor. 2.0 106 2.25
Dickinson 2.0 106 2.73
Experiment 2.0 106 2.78

Ansatz, der erlaubt, dass der Exponent fiir die s-Funktion fiir kurze Abstéin-
de anwichst bis er fiir R — 0 den Wert 2 angenommen hat. Finkelstein und
Horowitz verallgemeinerten dafiir den LCAO-Ansatz zu

1
v - (Ne—C"A + Ne—C’“B) (4.50)
(1t Sap)

wobei der Exponent ¢ wird fiir jeden Abstand optimiert wurde.

e B. N. Dickinson (J. Chem. Phys. 1 (1933) 317) erweiterte diesen Ansatz mit
p-Atomorbitalen (Polarisationsfunktionen), um zu beriicksichtigen, dass das
Potential, in dem sich die Elektronen bewegen im H;—Molekﬁlion, anders
als in Atomen, nicht sphirisch symmetrisch ist. Dadurch weicht die Wel-
lenfunktion von einer reinen Uberlagerung zweier s-Funktionen ab. Diese
Polarisation lésst sich durch Basisfunktionen mit hoherem Drehimpuls be-
schreiben:

W = (0104 + 6158) + A b2 — G2y @451)

e Heute verwendet man in Computer-Programmen zur Molekiilberechnung
Linearkombinationen aus vielen Funktionen mit verschiedenen (festen) Ex-
ponenten ¢ und verschiedenen Drehimpulsquantenzahle und kann damit das
H3 -Molekiilion nahezu beliebig genau beschreiben.

4.5.2 Die Ursache chemischer Bindung

Die exakte Potentialkurve fiir den Grundzustand von HJ und die Beitrige der
kinetischen und potentiellen Energie zur Bindungsenergie sind in Abbildung 4.5
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0.2 1 AT(R) ——
AV(R)
0.1 - AE(R) ——
n V
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0 2 4 6 8 10 12 14
Abbildung 4.5: Die Bindungsenergie des Hj-Molekiilions als Funktion des

Bindungsabstandes, AF(R), und ihre Aufteilung in Beitrdge der kinetischen
(AT'(R)) und potentiellen (AV (R)) Energie.

gezeigt. Man erkennt, dass es vom Kernabstand abhédngt mit welchem Vorzei-
chen die kinetische und die potentielle Energie zur Bindungsenergie beitragen.
Bei Uberlappung von AOs mit gleichem Vorzeichen entsteht ein bindendes iiber
beide Kerne delokalisiertes (d.h. verteiltes) MO ohne das dabei eine neue Knoten-
ebene entsteht:

e Bei groflen Kernabstinden hat ein Elektron in diesem Orbital mehr “Platz”.
Dadurch nimmt seine kinetische Energie bei der Uberlappung der Orbitale
durch die groBere Delokalisation des Elektrons zunéchst ab.’

e Bei kiirzeren Absténden wird das Elektron von beiden Kernen stark ange-
zogen. In Folge dessen nimmt zusétzlich die Amplitude des Orbitals in der
Nihe beider Kerne zu und féllt schneller mit dem Kern-Elektron-Abstand
ab (groBere Exponenten (). Dies fiihrt zur einer Absenkung der potentiellen

SVergleiche mit dem “Teilchen im Kasten”, bei dem die kinetische Energie umgekehrt propor-
n2h?
8mli2 "

tional zur Kastenldnge ist: £ =
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Energie. Da das Elektron hierdurch jedoch nédher an Kernen lokalisiert wird
geschieht dies auf Kosten zunehmender kinetischer Energie.

e Bei der Gleichgewichtsgeometrie (Minimum der Potentialkurve AFE(R))
wird eine weitere Abnahme der potentiellen Energie der Elektronen durch
die Zunahme der kinetischen Energie und der Kern-Kern-AbstoBBung gerade
kompensiert. An der Gleichgewichtsgeometrie ist im Vergleich zu den ge-
trennten Atomen die potentielle Energie erniedrigt und die kinetische Ener-
gie erhoht. Die Energien stehen im Verhiltnis AE(R) : AV(R) : AT(R) =
1:2:—1.

Bei Uberlappung von AOs mit entgegengesetzten Vorzeichen ensteht ein anti-
bindendes Orbital mit einer zusitzlichen neuer Knotenebene. Ein solches Orbital
hat eine Gesamtenergie, die groBer ist, als die Energie der beiden AOs. Die Po-
tentialkurve des antibindenden Zustindes steigt mit abnehmenden Kernabstand an
und hat kein Minimum.

4.5.3 Anderung der Elektronendichte bei chemischer Bindung

Die bindende bzw. antibindende Uberlappung der Atomorbitale fiihrt zu einer cha-
rakteristischen Abweichung der Elektronendichte vom Mittelwert der Dichten ei-
nes H-Atoms an der Position des Kerns A bzw. an der Position des Kerns B:

e Im bindenden Orbital nimmt durch Uberlappung der AOs mit gleicher Phase
die Elektronendichte zwischen den Kernen zu Man findet im Bereich zwi-
schen den Atomen eine konstruktive Interferenz der AOs.

e Die Uberlappung der AOs mit ungleichem Vorzeichen im antibindenden
Orbital fithrt zu einer Erniedrigung der Elektronendichte zwischen den Ker-
nen. Hier hat man im Bereich zwischen den Atomen eine destruktive Inter-
ferenz der AOs.
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Abbildung 4.6: Die Elektronendichten des Hy -Molekiilions im bindenden Grund-
(p4) und im antibindenden angeregten Zustand (p_). Die obere Teilabbildung gibt
die Dichten entlang der Z-Achse als Funktion der Z-Koordinate an, die beiden
unteren Teilabbildungen zeigen Isoflachen der beiden Dichten an.
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0.06 | Ap_ o
0.04

Apy

Abbildung 4.7: Anderung der Elektronendichten im H; -Molekiilion aufgrund der
Interferenz der Atomorbitale im bindenden Grund- (p,) und im antibindenden
angeregten Zustand (p_). Die obere Teilabbildung gibt die Dichteinderungen ent-
lang der Z-Achse als Funktion der Z-Koordinate an. Die beiden unteren Teilab-
bildungen zeigen Isoflichen der Dichteinderungen an. Dabei umhiillen helle Iso-
flachen Bereiche in denen die Dichte durch die Interferenz verringert und dunkle
Isoflichen Bereiche in denen die die Dichte durch die Interferenz erhoht wurde.

Fiir den einfachen LCAO-Ansatz mit festem Exponenten ( = 1 erhilt man fiir
die beiden Wellenfunktionen ¢, und _,

ve = (Gt o) | @52)
und damit als Ergebnis fiir die Elektronendichten p, bzw. p_:
2 1 2 2
pe = WP = gy (191aP £ 2610015 + 0105) @5
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Dies 14Bt sich aufteilen in:

p+ = §|¢15,A|2 + %|¢1S,B|2ji ﬁ(qﬁs,;x%s, - &‘TB(|¢1S,A|2 + |¢1S,B\2))

~~ J/

%Pls,AJr%Pls,B 27)

(4.54)
Der erste Term in GI. (4.54), % pA+ % pp ist das Mittel der Elektronendichten eines
einzelnen H-Atoms an Position A bzw. an Position B. Der zweite Term gibt die
Anderung Ap der Elektronendichte aufgrund der Interferenz der Atomorbitale an.
Abbildungen 4.6 zeigt die Elektronendichten des H -Molekiilions in den beiden
betrachteten Zustinden. Der durch die Inteferenz der Atomorbitale entstehende
Beitrag Ap ist in Abbildung 4.7 dargestellt.

4.5.4 Vereinfachte Energiediagramme fiir unpolare Bindungen

Die Ausdriicke fiir die Eigenwerte (4.36) lassen sich umschreiben zu:

Haa+ Hup Hap — HaaSup
Fo =" "2 —Hs,,+ 4.55
+ 1+ Sy Ad 1+ Sug (4.53)
B
— Hu+—C ~E,+ 456
art o == (4.56)

Die GroBle 0 = Hap — HaaSap = (3 bezeichnet man als reduziertes Resonanz-
integral. Der Term (3/(1 &+ S4p) gibt den durch Interferenz der AOs entstehenden
Energiebeitrag an. Man erhélt in der einfachen LCAO-Néherung das im linken
Teil von Abb. 4.8 gezeigte Energieniveauschema.

Die Anderung der Exponenten, die in der LCAO-Niherung vernachlissigt
wird, fithrt zu einer zusitzlichen Stabilisierung beider MOs. Dieser Fehler der
LCAO-Niherung ist oft von einer d@hnlichen Groflenordnung, wie der Beitrag
des Nenners 1 + S 4p fiir §. Daher ist ein einfacheres Energieniveauschema, das
1 4+ S4p im Nener fiir 5 vernachlissigt, wie im rechten Teil der Abb. 4.8 gezeigt,
oft eine realistischere Darstellung. Dabei sind das bindende und das antibinden-
de Energieniveau im Molekiil symmetrisch um das Niveau im Atom E4 herum
aufgespalten.

Regel 4.2 Bei homonuklearer (d.h. unpolarer) Bindung sind im MO-Schema
das bindende (E.) und antibindende (E_) Energieniveau ndherungsweise
symmetrisch um das Energieniveau des isolierten Atoms (E,) angeordnet.
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E =E,—B/(1-S) E=E-B
Il \\ 1
1 \ / |
/ \ / \
II ‘\ // _B \\
;o =B/AA=S) E , v E
/ \ A \ A
EA ! \ EA — T /
e ) \ /
N +B/A+S) \ +B )
\ / \ /
\\ I/ \ /
A A \ e/
E,=E,+B/(1+S) E,=E,+B

Abbildung 4.8: Links: schematische Aufspaltung der Energieniveaus bei der Bil-
dung einer homonuklearen Bindung in ein bindendes und ein antibindendes MO
in der LCAO-Niherung. Rechts: vereinfachtes Aufspaltungsschema, das im Nen-
ner fiir 3 den Beitrag des Uberlapps +S vernachlissigt.

4.5.5 Das Hiickel-Modell

Eine sehr einfache Ndherung um homonukleare (unpolare) Bindungen zwischen
mehreren gleichartigen Atomen zu beschreiben wurde von Erich Hiickel (1896—
1980) entwickelt. Die Hiickel-Nidherung (oder das Hiickel-Modell) geht von
der Annahme aus, dass die betrachteten Molekiilorbitale als Linearkombination
gleichartiger AOs angesetzt werden, wobei mit jedes beteiligte Atom je ein AO
beitrdgt. Das Hiickel-Modell wurde vor allem zur Beschreibung von 7-Elektronen-
systemen in konjugierten Kohlenwasserstoffen entwickelt.

Hiickel-Nidherung:

1. Fiir die MOs wird ein einfacher LCAO-Ansatz gemacht: i, = >, ¢icir,
wobei jedes Atom i mit einem gleichartigen Atomorbital ¢; beitrigt.5

2. Die AOs werden als ndherungsweise orthogonal zueinander angenommen

R —
Sij = (5l¢i) = { 0 fﬂij;«éz 4.57)

In konjugierten Kohlenwasserstoffen trigt hier jedes C-Atom ein p.-Orbital zum 7-
Elektronensystem bei.
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. und die Hamilton-Matrix wird approximiert durch:

X a firj=1
H;; = {(¢;|H|¢;) = < (3 wenn j, i Bindungspartner (4.58)
0 sonst

mit o < 0 als der Orbitalenergie des AOs am isolierten Atom
f < 0 dem reduzierten Resonanzintegral

. Man erhilt die Koeffizienten und Energien der Molekiilorbitale dann als

Losungen des Matrix-Eigenwertproblems:

He® = Ba)

Die r-Bindung im Ethen CoH, (Beispiel 4.2)

Im Ethen-Molekiil sind an der m-Bindung beide C-Atome je- Q Q
weils mit ihrem p,-Orbital beteiligt. Wir erhalten das 2 x 2- cC—¢C,
Eigenwertproblem: O O

(52 () -=()

Das charakteristische Polynom:

a—F I}
I} a—F

z 1

| =FE =) =0

=32

wobei x = (o — E) /3 substituiert wurde um eine iibersichtlichere Gleichung zu
erhalten. Das Polynom hat Nullstellen an den Losungen des linearen Gleichungs-
systems x> — 1 = 0, also bei x = *1 Die Energie-Eigenwerte erhalten nach
Auflosung der Substitutuionsgleichung nach E:

r=(a—FE)/f & E=a—-0pzx = E=aFp

Bestimmung der (normierten) Eigenvektoren:

z 1 cr) _ [xer+ce) i\ (€ _ 2 2 _
02 @)= (g =0 me (3)-(5) =d+am

Fiirx = —1 (bzw. E = o + 3):

1 . 1 /1
—Cc14+c =0 = cy=cy; 2cf:1 = Cl:ﬁ = C:—(l)
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Fiir x = +1 (bzw. E = o — 3):

ci+c=0 = c=—cy; 203:1 = ¢ =

Sl
U
oy
I

Sl

A~

-
—
~

E

A
w | — 99
O o

Wir erhalten ganz dhnlich wie im Hy -
Molekiilion ein bindendes Molekiilor-
bital ohne Vorzeichenwechsel mit der
Energie o + (3 und ein antibindendes o
Molekiilorbital mit Vorzeichenwech-
sel mit der Energie o — (3 (beachte,

dass 3 < 0). ’

I

|

0
Cr®

4.6 Heteronukleare Bindung

Fiir heteronukleare Bindungen kann man den gleichen einfachen LCAO-Ansatz
machen, wie im homonuklearen Fall, nur dass nun die Energien der beteiligten
Atomorbitale nicht mehr gleich sind. Betrachten wir wieder zunichst ein einfa-
ches Modellsystem bei dem von jedem Atom nur ein einziges Atomorbital an der
Bindung beteiligt ist, wie z.B. im LiH", wenn das 1s-Coreorbital des Li-Atoms
vernachlissigt wird. Wir machen wieder fiir die Molekiilorbitale den Ansatz:

Y = cada +cBOB (4.59)

und erhalten in der LCAO-Niherung (vgl. Abschnitt 4.4.1) ein 2 x 2-Matrix-
Eigenwertproblem:

Hc = ESC (4.60)

mit dem Matrixelementen
Hap = Hpa = (¢a|H|os) , (4.61)
Hyn = (¢a|H|o4), (4.62)

Hpp = (6|H|os), (4.63)
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Abbildung 4.9: Energiediagramm (MO-Diagramm) fiir eine heteronukleare Bin-
dung an der von jedem Atom ein Atomorbital beteiligt ist.

wobei nun H 44 # Hpp ist. Fiir das charakteristische Polynom erhilt man nun

_ _ Hpn—F Hap — ESap
0=|H-ES| = Hap— ESip Hyp — E (4.64)

= (Haa— E)(Hpp — FE) — (Hap — ESap)®  (4.65)
Diese quadratische Gleichung fiir die Energien der Molekiilorbitale hat die beiden
Losungen:

E — HapSag n 1

FEio =
P18 15

(4.66)

AE?
X 1 + (Hap — HaaSap)(Hap — HppSag)

wobei £ = (H 4+ Hpp)/2 der Mittelwert und AE = Hpp — H 44 die Differenz
der Energien der AOs ist. Fiir die Koeffizienten mit denen die Atomorbitale ¢4 und
cp zu den MOs beitragen erhilt man:

1 t ) Eio— Haa
cq = und cp = mit ¢t = : ) 4.67
A V142 B 14 ¢2 Hup — E1254B (467)

Grenzfille der heteronuklearen Bindung:
Etwas einfacher zu iiberblickende Ergebnisse erhilt man in den Grenzfillen, in
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denen einer der beiden Terme unter der Wurzel in Gl. (4.66) sehr viel kleiner
als der andere wird und die Wurzel durch die ersten Terme einer Taylor-Reihe
angenihert werden kann.’

e Ionischer Grenzfall: Hier ist die Differenz zwischen den Energien der bei-

den AOs (d.h. zwischen den Ionisierungenergien) sehr grofl im Vergleich
zu den Interferenztermen H 45 und H 4545 bzw. HgpSapg, also AE? >
|(Hap — HaaSag)(HapHppSag)|- Man erhilt dann fiir die Energien der
MOs nédherungsweise:

(Hap — HaaSap)? (Hap — HppSag)®
5 Fy ~ Hpp + 5
AFE(1 — Sap) AE(1 — Sap)

(4.68)
Die Zusatzstabilisierung von £ (im Vgl. zu H 4 4) bzw. die Destabilisierung
von Fs, (im Vgl. zu Hgg) durch die Interferenzbeitrige von H 45 und Sap
ist umso grofer, je groBer S, und je kleiner AFE ist (d.h. je dhnlicher die
Orbitalenergien der AOs sind).

EleAA_

kovalenter Grenzfall (schwach polare Bindung): Fiir schwach polare Bin-
dungen ist der Energieunterschied zwischen der beteiligen Atomorbitalen
dagegen (fast) vernachlidssigbar im Vergleich zu den Interferenztermen, al-
so AE? < |(Hap — HaaSaB)(Hap — HppSap)| und man erhilt fiir die
Energieniveaus im Molekiil ndherungsweise:

2 2
b Ak zE’:I:ﬁ:I:AE

E~FE+ +
1+ 5.5  83(1—52,) 35

(4.69)

mit 3 = H,p— ES4p. Das Ergebnis ist dhnlich zum homonuklearen (unpo-
laren) Fall, aber mit einer zusétzlichen Stabilisierung (bzw. -destabilisierung)
von AE?/84, die mit zunehmender Polaritit groBer wird.

Regel 4.3 Polare Bindungen sind etwas stabiler als unpolare Bindungen zwi-
schen vergleichbaren Atomen.

"Taylor-Entwicklung der Quadratwurzel um den Punkt x = ¢ herum: V2o + h ~ /Zo +

h
2‘/$0

+ ... fir zg > h.
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Disproportionierungsreaktion Bry, + Cl, — 2BrCl (Beispiel 4.3)

Die Bildung der Interhalogenverbindung BrC' aus Brs und Cls ist ein Beispiel fiir
Disproportionierungsreaktionen vom Typ As + By — 2AB. Die Reaktionenergie
fiir die Disproportionierung berechnet sich als:

AEReaktion = 2E(AB) — E(A;) — E(By) (4.70)

Liegen in allen drei Molekiile kovalente Einfachbindungen vor und ist die Bindung
in AB nur schwach polar, erhalten wir fiir die Reaktionenergie

2

_ AFE
AEﬂReaktion ~ 4<E + ﬁAB +
864B

~ 40ap — 2084, —20B, +

) — 2<EA + @42) - 2<EB + 5Bg>
AFE?
2848

Fiir dhnliche Atome findet man, dass Bap ~ %(5,42 + Bp,) ist. Setzt man dies ein,
erhdlt man:

4.71)

AE? ~ AE?
2645 Ba, + B,
Dieses einfache Modell sagt fiir Disproportionierungsreaktionen zwischen dhnli-
chen Atomen eine exotherme Reaktionsenergie proportional zu AE? voraus, wo-
bei AFE, die Differenz der lonisierungsenergien, in etwa proportional zu Elektro-
negativitdtsdifferenz ist. 34, + PBp, ist die Summe der homonuklearen Bindungs-
energien.

AEReak:tion ~+ (472)

4.7 MO-Diagramme fiir zweiatomige Molekiile

Aus den Ergebnissen des letzten Abschnittes, 4.6, ergeben sich wichtige Schlussfol-
gerungen fiir den allgemeinen Fall einer chemische Bindung zwischen Atomen
mit mehreren Energieniveaus und Elektronen.

Regel 4.4 Die (De-)Stabilisierung (anti-)bindender Molekiilorbitale im Ver-
gleich zu den Atomorbitalen durch die Resonanzbeitrdge von (3 und S ist umso

grofler:

o je grofer die Uberlappung (3, S) ist und
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Abbildung 4.10: Energiediagramm fiir Disproportionierungsreaktionen vom Typ
Typ Ay + By — 2AB fiir den Fall, das in Ay, B, und AB jeweils kovalente Ein-
fachbindungen vorliegen und die Bindung in AB nur schwach polar ist.

e je geringer die Differenz AE zwischen den Orbitalenergien der AO’s
ist.

Daraus folgt insbesondere:

e Resonanzbeitrige zwischen zwei Core-Orbitalen sind vernachldssigbar, da
diese Orbitale zu schnell mit dem Elektron-Kern-Abstand abfallen um bei
realistischen Bindungsabstidnden merklich zu iiberlappen.

e Resonanzbeitrige zwischen einem Core- und einem Valenzorbital sind eben-
falls vernachldssigbar, das sie bei realistischen Bindungsabstidnden nur we-
nig iiberlappen konnen, aber die AE sehr grof ist.

Fiir qualitative Betrachtungen reicht es daher aus nur die Valenzorbitale zu be-
riicksichtigen.

4.7.1 Das Aufbauprinzip

Bislang haben wir Modellsysteme mit nur einem Elektron betrachtet und fiir diese
Einelektronen-Wellenfunktionen (“Orbitale”) und Energieniveaus (‘“Orbitalener-
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gien”) berechnet oder qualitativ abgeschitzt. Fiir Mehrelektronensystem kommen
einige neue Phidnomene hinzu, wie Spin und Pauliprinzip hinzu, die wir erst in
Kapitel 6 genauer betrachten wollen.

Fiir qualitative Betrachtungen konnen wir aber annehmen, dass wir Mehrelek-
tronen-Wellenfunktionen im Rahmen einen Separationsansatzes aus Einelektron-
en-Wellenfunktionen (Orbitalen) aufbauen und die Gesamtenergie der Elektronen
niherungsweise durch die Summe der Orbitalenenergien ¢; der besetzten Orbi-
tale abschitzen konnen:

Nel
Egesamt = Y _ € (4.73)
=1

Dabei muss das Pauli-Prinzip (s. Kapitel 6) beriicksichtigt werden, d.h. jedes Or-
bital darf nur mit maximal zwei Elektronen, einem mit a-Spin (“spin up”) und
einem mit 3-Spin (“spin down”) besetzt werden.

Aufbauprinzip (Regel 4.5) Die niedrigste Gesamtenergie erhdilt man, wenn
die Elektronen — unter Beriiksichtigung des Pauliprinzips — die tiefstmogli-
chen Orbitale besetzen. Dies bezeichnet man als das Aufbauprinzip.

Der Grundzustand des Neon-Atoms (Beispiel 4.4)

Die Reihenfolge der tiefsten Orbitale im Neon-Atom 34 — ————
ist 1s — 2s — 2p — 3s — 3p — 3d... wobei die p- 3
Orbitale dreifach und die 3d-Orbitale fiinffach ent-
artet sind. Diese Orbitale miissen fiir das ungelade-

ne Atom mit insgesamt 10 Elektronen besetzt werden. 2p A
Man erhdilt damit fiir den Grundzustand die Beset- 2 4
zung oder Konfiguration 1s*2s?2p5, die in der ne-

benstehenden Abbildung schematisch gezeigt ist. Is -

Hundsche Regel (Regel 4.6) Bei unvollstingiger Besetzung eines Energieni-
veaus werden zundchst alle entarteten Orbitale des Energieniveaus mit paral-
lem Spin besetzt. Erst dann erfolgt eine Besetzung der Orbitale mit antiparal-
lem Spins.
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4.7.2 Slater-Regeln zur Abschitzung der Orbitalenergien in
Atomen

Die Orbitalenergien der Atome koénnen mit den folgenden von John C. Slater®
entwickelten empirischen Regeln abgeschitzt werden:

1. Die AOs werden wie folgt in Schalen eingeteilt:
(1s)(2s, 2p)(3s3p)(3d) (3f) (4s4p) (4d) (4f) . .

2. Die Orbitalenergien werden berechnet als:

2
. _ 1 Zerti
‘ 2 n?

Dabei ist n die Hauptquantenzahl und Z.;¢; = Z — S;, wobei S; die Ab-

schirmung der Kernladung Z durch Elektronen in den inneren Schalen be-
riicksichtigt.

3. Die Abschirmkonstante S; wird durch folgende Regeln bestimmt:

(a) Elektronen in der gleichen Schale tragen je 0.35 (Ausnahme: 0.30 fiir
1s) zu S bei.

(b) Fiir Elektronen in einer (nsnp)-Schale tragen Elektronen in der unmit-
telbar tieferen (links stehenden) Schale mit je 0.85 und alle Elektronen
in noch tieferen Schalen mit je 1.00 zu s bei.

(c) Fiir Elektronen in einer (nd)- oder (n f)-Schale tragen alle Elektronen
in tieferen (links stehenden) Schalen mit je 1.0 zu S bei.

(d) Elektronen in einer hoheren (rechts stehenden) Schale tragen zu S
nicht bei.

4.7.3 Einfluss der Symmetrie

Fiir die Uberlappungs- und Resonanzintegrale spielt die Symmetrie der Orbita-
le eine groBe Rolle. So sind z.B. in einem linearen Molekiil Uberlappungs- und
Resonanzintegrale zwischen s-Orbitalen an einem und p,- oder py—Orbitalen9 an
einem anderen Atom aus Symmetriegriinden Null.

8John C. Slater, 1900-1976, amerikanischer Physiker und theoretischer Chemiker.
9StandardmiBig wird in linearen Molekiilen die Z-Achse entlang der Kernverbindungachse
ausgerichtet.
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Tabelle 4.5: Atom- und Molekiilorbitale und ihre Symmetrie bzgl. Drehung um
die Molekiilachse (die gleichzeitig die Z-Achse ist. Der Betrag der Quantenzahl
[, gibt gleichzeitig die Anzahl der Knotenebenen an, die die Z-Achse enthalten.

|1 in Atomen in linearen Molekiilen
0 s o

0 D o

1 Dz Ty

1 Dy Ty

0 d,2 o

1 dy. T

1 dy. Ty

2 dyy Oy

2 dy2 _y2 02 _y?

In linearen Molekiilen werden die Orbitale nach den Eigenwerten der z-Kom-
ponente des Drehimpulsoperators I, Klassifiziert (vgl. Abschnitt 3.5.3), dessen
Quantenzahl gleichzeitig die Anzahl der Knotenebenen angibt, die die Molekiilach-
se (die gleichzeitig die Z-Achse ist) enthalten. Fiir s-, p- und d-Atomorbitale ist
in Tabelle 4.5 zusammengefasst, welche Molekiilorbitale daraus in linearen Mo-
lekiilen hervorgehen. Zwischen Orbitalen mit unterschiedlichen Symmetrien (o,
e Tys --.) bzgl. der Molekiilachse sind die Resonanz- und Uberlappungsinte-
grale Null, da sich aus Symmetriegriinden positive und negative Beitrdge zum
Integranden gegenseitig wegheben.

Regel 4.7 Bei Bindungsbildung konnen nur solche AOs miteinander wechsel-
wirken und zu gleichen MOs beitragen, die bzgl. aller Symmetrielemente des
betrachteten Molekiils das gleiche Symmetrieverhalten haben. Nur fiir Orbi-
tale gleicher Symmetrie konnen Resonanz- und Uberlappintegrale von Null
verschiedene Werte haben.
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kleine s/p-Separation (Li; — N5) groBe s/p-Separation (O, — F,)
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Abbildung 4.11: MO-Diagramme fiir homonukleare zweiatomige Molekiile der
ersten Langperiode Lis, Bey, B, Co, No, Og, Fo, Nes.

474 MO-Diagramme fiir homonukleare zweiatomige Mole-
kiile

Mit den Ergebnissen der vorangegangenen Abschnitte konnen wir nun die Ener-
gieniveaus fiir einfache Molekiile abschitzen. Der einfachste Fall sind die homo-
nuklearen zweiatomigen Molekiile der ersten Langperiode, Li, — Ne,.

Dazu trdgt man in einem sogenannten MO-Diagramm am linken und rechten
Rand die Energieniveaus der isolierten Atome auf (vgl. Abb. 4.11). In der Mitte
werden dann die Energieniveaus im Molekiil aufgetragen und durch Linien mit
den Energieniveaus der Atomorbitale verbunden, die am meisten zum jeweiligen
Molekiilorbital beitragen. Dabei konnen nur jeweils Atomorbitale mit der gleichen
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Symmetrie beziiglich Rotation um die Bindungsachse (o, 7, . . .) und Inversion am
Zentrum (g oder u) mit einander wechselwirken und ein bindendes und ein anti-
bindendes Molekiilorbital bilden. Die groe der Aufspaltung ist abhédngig davon
wie stark die beteiligten Atomorbitale {iberlappen:

e Die Atomorbitale inneren Schalen (,,Core*“-Orbitale) iiberlappen nur sehr
gering, da sie sehr schnell mit dem Elektron-Kern-Abstand abfallen (,,klein*
oder ,,steil sind).

e Bei den Valenzorbitalen nimmt die Uberlappung und Aufspaltung in der
Reihenfolge p,—p. < s—s < s—p, < ps,—p, zu. (Wobei p, die senkrecht
zur Bindungsachse ausgerichteten p-Orbitale sind und p, die parallel zur
Bindungsachse ausgerichteten p-Orbitale.)

Ahnlich wie die Atomorbitale, werden auch die Molekiilorbitale jeweils inner-
halb einer Symmetriespezies (o, 0y, T4, Ty, €tc.) mit einer Quantenzahl durch
nummeriert. Antibindende Molekiilorbitale werden mit einem Stern * markiert.
Meist werden in MO-Diagrammen nur die Orbitale beriicksichtigt, die aus den Va-
lenzorbitalen der Atome entstehen, da die Orbitale der inneren Schalen (,,Core*-
Orbitale) nicht wesentlich zur Bindung beitragen.

Fiir Atome mit einer grolen Energieunterschied zwischen s- und p-Valenz-
orbitalen erhilt man ein MO-Diagramm wie es im rechten Teil von Abb. 4.11
gezeigt ist (in der Periode Li—Ne ab O,). Ist der Energieunterschied zwischen
s- und p-Valenzorbitalen nur gering, kommt es zusitzlich zu einer Wechselwir-
kung zwischen s- und p,-Orbitalen. Dies fiihrt zu einer zusitzlichen Stabilisie-
rung (Energiesenkung) der tiefer liegenden o,- und o0;,-MOs und einer Destabili-
sierung der hoher liegenden o4- und o},-MOs. Hierdurch kommt, wie im linken
Teil Abb. 4.11 gezeigt, das Energieniveau des hoheren o,-Orbitals oberhalb des
m,-Energieniveaus zu liegen (in der Periode Li—Ne fiir Li,—N5). Fiir Atome tiefer
im Periodensystem ist die Separation der s- und p-Energieniveaus grofler und der
im rechten Teil von Abb. 4.11 gezeigte Fall trifft schon auf Atome fritherer Haupt-
gruppen zu. In der zweiten Langperiode Na,—Ar, liegt die Grenze gerade bei Al,,
fiir das die Orbitale 50, und 27, nahezu die gleichen Orbitalenergien haben. So
hat Si, im Grundzustand die Besetzung . . . 50327TZ mit zwel ungepaarten Elektro-
nen, die auf beiden 2m,-Orbitale verteilt sind, wiahrend der Grundzustand fiir das
C,-Molekiil die Besetzung . . . 17?3302 hat, in der alle Elektronen gepaart sind.

Fiir eine qualitative Abschitzung der Bindungsstirke kann man eine Bin-
dungsordnung berechnen:

1
B.O. = 5 (nbind - nantibind) 4.74)
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Tabelle 4.6: Besetzung der Molekiilorbitale in der Serie der homonuklearen zwei-
atomigen Molekiile Li;—Ne,. Unter u.E. ist die Anzahl der ungepaarten Elektro-
nen und unter B.O. die Bindungsordnung angeben.

Besetzung uwE. B.O. R./pm D./eV

Liy 102 lo? 202 0 1 267 1

Be, 102 102 202 202 0 0 — —
B, 102 102 202 202 172 2 1 159 3

Cs 102 lo? 202 202 17} 0 2 124 6.3
Ny 102 lo? 202 202 17} 302 0 3 109 9.8
0o 102 lo? 202 202 303 1md 17r£2J 2 2 112 5.1
Fs 102 lo? 202 202 303 1ml 17r;1 0 1 141 1.6
Ne, 102 lo? 202 202 303 1m? 17r;1 3¢2 0 0 — —

Dabei ist 1,4 die Anzahl der Elektronen in bindenden und 74,¢50inq die Anzahl
der Elektronen in antibindenden Molekiilorbitalen. In Tabelle 4.6 sind die Ergeb-
nisse fiir die Molekiile Li, — Ney; zusammengefasst.

Eine einfache Beschreibung der Bindungssituation mit Lewis-Formeln (Valenz-
strich-Formeln) gibt oft die Verhiltnisse nicht richtig wieder, wenn Schalen teil-
weise besetzt sind. Ein prominentes Beispiel hierfiir ist das Sauerstoff-Molekiil
O,, fiir das die Lewis-Formel mit einer Doppelbindung

O—O\
\O_O/

alle zwolf Valenzelektronen als gepaart anzeigt. Aus der MO-Theorie erhalten wir
fiir den Grundzustand des Oy-Molekiils die Besetzung ... 30217, 172. Das Ergeb-
nis fiir die Bindungsordnung ist ebenfalls 2, da 30, und 17, bindend und 17,
antibindend ist. Die zwei Elektronen im 17,-Niveau besetzen aber jeweils ein-
zeln die beiden entarteten MOs (mit parallelen Spins), so dass im Grundzustand
zwel Elektronen ungepaart sind (,, Triplett-Sauerstoff™; ,,Singulett-Sauerstoff* sind
Sauerstoff-Molekiile die durch Angeregung in energiereichere Zustinde aktiviert
wurden; s. Abschn. 6.4.1).
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Abbildung 4.12: MO-Diagramme fiir LiH (links) und FH (rechts) als Beispiele
fiir polare zweiatomige Molekiile.

4.7.5 MO-Diagramme fiir heteronukleare zweiatomige Mole-
kiile

Die Konstruktion von MO-Diagrammen fiir heteronukleare zweiatomige Mole-
kiile geschieht nach den gleichen Regeln, nur dass nun die Energieniveaus fiir die
getrennten Atome nicht fiir beide Bindungspartner gleich sind. Die hat zur Folge,
dass die beiden Atome mit ihren Orbitalen nicht mehr zur Hilfte an jedem Mole-
kiilorbital beteiligt sind: Zu einem Molekiilorbital tragen diejenigen Atomorbitale
am stédrksten bei, deren Orbitalenergie sich am wenigsten von der Orbitalenergie
des MOs unterscheiden. Als Beispiele sind in Abbildung 4.12 MO-Diagramme
fiir Lithiumhydrid und Fluorwasserstoff gezeigt.

In LiH trigt kommt der groBte Beitrag zum bindenden Molekiilorbital 20 vom
Wasserstoff-Atom. Das bindende Elektronenpaar hat daher in der Nihe des H-
Atoms eine grolere Aufenthaltswahrscheinlichkeit als in der Nihe des Li-Atoms.
Im Lithiumhydrid hat das H-Atom eine negative und das Li-Atom eine positive
Partialladung.

Im Fluorwasserstoff dagegen liegt das 1s-Orbital des H-Atoms energetisch
oberhalb der Valenzorbitale des F-Atoms. Dadurch trigt das 2p.-Orbital der F-
Atoms am stéirksten zum bindenden Molekiilorbital 3o bei. In dieser Verbindung
ist trigt das H-Atom eine positiv und das F-Atom eine negative Partialladung.
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4.8 Mehratomige Molekiile: Walsh-Diagramme und
Walsh-Regeln

Betrachten wir zunichst als einfaches Modellsystem das Hz-Molekiil, fiir das wir
die Molekiilorbitale und ihre Energien in den Grenzfillen einer linearen Anord-
nung (Bindungswinkel 180°) und eines Dreirings (Bindungswinkel 60°) ndhe-
rungsweise mit dem Hiickelmodell ausrechnen konnen. Fiir die lineare Anord-
nung finden wir fiir die Energien der drei MOs F; = o + ﬂﬂ, FE> = o und
Ey=a— \/56. Alle drei MOs sind o-Orbitale (keine Knotenebene, die die Mo-
lekiilachse enthilt), wobei die Orbitale zu den Energien £, und E3 beziiglich ei-
ner Punktspiegelung am Schwerpunkt (Inversion) eine gerade und das Orbital zur
Energie E» eine ungerade Symmetrie hat. Die Molekiilorbitale werden dem ent-
sprechend mit 1o, 10, und 20, bezeichnet.

Ep

Fiir einen Dreiring finden wir ein Molekiilorbital mit der Orbitalenergie £; =
a + 23 und zwei entartete MOs zur Energie Fy3 = o — 3. Der Hs-Ring hat
die Symmetrie der Punktgruppe Ds;,. In dieser Punktgruppe werden Orbitale, die
unter allen Symmetrieoperationen symmetrisch sind, mit @ bezeichnet. Zweifach
entartete Orbitale, die symmetrisch beziiglich Spiegelung an der Ebene senkrecht
zur Hauptdrehachse sind, werden mit ¢’ bezeichnet.
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Zwischen den Ergebnisse fiir diese beiden Grenzfille konnen wir nun den Ver-
lauf der Orbitalenergien als Funktion des Bindungswinkels fiir £ = 60° — 180°
interpolieren. Dazu tragen wir in einem sogenannten Walsh-Diagramm auf der
linken und rechten Seite die Energieniveaus fiir die beiden Grenzfille auf. Allge-
mein versteht man unter einem Walsh-Diagram die Auftragung von Orbitalener-
gien als Funktion eines Bindungswinkels oder eines Bindungsabstands. Solche
Diagramme werden auch als Korrelationsdiagramme bezeichnet, da sie zeigen
welche Orbitale entlang einer Verzerrungskoordinate ineinander iibergehen oder
,korreliert* sind.

Bei einer Verkleinerung des Bindungswinkels von 180° auf 60° miissen die
Molekiilorbitale der linearen Kette kontinuierlich in die Orbitale des Dreiring
iibergehen und auch die Orbitalenergien miissen stetige Funktionen (d.h. ohne
Spriinge) des Bindungswinkels sein. Wir konnen daher anhand der Knotenebe-
nen und der Symmetrie beziiglich der Symmetrieelemente, die bei der Geometrie-
dnderung erhalten bleiben, identifizieren, welche Orbitale ineinander iibergehen.
Wichtig ist in diesem Fall insbesondere die Spiegelebene senkrecht zur ehema-
ligen Molekiilachse der linearen Anordnung. Daran erkennen wir, dass das 1o,
Orbital in das Molekiilorbital 1a; und die Orbitale 10, und 20 in die entarteten
¢’-Orbitale iibergehen. Wir verbinden daher im Walsh-Diagramm die zugehori-
gen Energieniveaus miteinander. Fiir Winkel zwischen 60° und 180° hat Hs noch
Cy,-Symmetrie. In dieser Punktgruppe werden Orbitale, die symmetrisch unter al-
len Symmetrieoperationen sind, mit a; bezeichnet und Orbitale, die symmetrisch
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Abbildung 4.13: Walsh-Diagramm fiir das Hs-Molekiil.

beziiglich Spiegelung an der Molekiilebene aber antisymmetrisch beziiglich Spie-
gelung an der Ebene senkrecht dazu sind, werden mit by bezeichnet.

Aus diesem Walsh-Diagramm koénnen wir ablesen, wie sich die Orbitalenergen
als Funktion des Bindungswinkels verdndern. Berechnen wir die Gesamtenergie
als Summe der Energien aller besetzten MOs (wobei doppelt besetzte MOs zwei-
mal betragen), konnen wir aus einem Walsh-Diagramm fiir eine gegebene Anzahl
von Elektronen niherungsweise ablesen, wie sich die Gesamtenergie als Funktion
des des Bindungswinkels verdndert. Fiir H; (1a; doppelt besetzt, 1b, einfach be-
setzt) ist die ringférmige Anordnung energetisch etwas giinstiger als eine lineare
Anordnung. Fiir das Anion Hj ist jedoch die lineare Anordnung deutlich giinsti-
ger, da die Energie des MOs 10, mit dem Bindungswinkel schneller abnimmit, als
die Energie des MOs 1a; zunimmt.

4.8.1 AH,-Molekiile

Der einfachste Typ dreiatomiger Molekiile, die auch tatsdchlich in der Chemie
eine Rolle spielen, sind die AH,-Molekiile wobei A ein Atom der ersten Langpe-
riode (Li—Ne) ist: BeHs, BH;, CH,, NH5 und OHs. Im linearen Grenzfall kénnen
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N\ oo /) (1sg1 + 15m2)/ V2

A 5. 2H

Abbildung 4.14: MO-Diagramm fiir ein lineares Molekiil vom Typ AHs. Es sind
nur die Valenzorbitale abgebildet, nicht das Molekiilorbital 1o, das aus dem 1s-
Orbital des A-Atoms entsteht. Das MO-Diagramm zeigt den Fall, dass Zentrala-
tom und H-Atome dhnlich elektronegativ sind.

wir fiir diese Molekiile relativ einfach die Orbitale mithilfe eines MO-Diagramms
konstruieren. Dazu werden werden zunéchst aus den 1s-Orbitalen an den Wasser-
stoff-Atomen die Linearkombinationen (1514 1552)/v/2und (1sg1 —1sg2)/v/2
gebildet um Ausgangsorbitale zu erhalten, die die Symmetrie des Molekiils (hier
Dsy) wiederspiegeln: Die Linearkombination mit gleichen Vorzeichen ist vom
Symmetrietyp o, (rotationssymmetrisch und ,,gerade* Symmetrie beziiglich Punkt-
spiegelung) und die Linearkombination mit ungleichen Vorzeichen vom Symme-
trietyp o, (ebenfalls rotationssymmetrisch, aber ,,ungerade‘ Symmetrie beziiglich
Punktspiegelung).

Wir kdnnen dann in einem MO-Diagramm, wie in Abb. 4.14 gezeigt, die Ato-
morbitale des A-Atoms auf der einen Seite und die beiden Linearkombinationen
der 1s-Orbitale der H-Atome auf der anderen Seite auftragen. Das in der Abbil-
dung nicht gezeigte 1s-Core-Orbital des Zentralatoms A wird im AH,-Molekiil
mit 1o, bezeichnet. Aus den Valenzorbitalen des Zentralatoms und den beiden
Wasserstoff-Orbitalen entstehen sechs Molkiilorbitale, die sich fiir den Fall, dass
sich Zentralatom und H-Atome nur wenig in ihrer Elektronegativitit unterschei-
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den, wie folgt zusammensetzen:

e Die 0 -Linearkombination der Wasserstoff-Orbitale wechselwirkt mit dem
2s-Orbital des Zentralatoms. Dies fiihrt zur Bildung eines bindenden MOs
20,4, zu dem das tiefer liegende 2s-Orbital des A-Atoms den groen Beitrag
liefert, und eines antibindendes MOs 302, an dem die Wasserstoff-Orbitale
mit einem grofleren Anteil beitragen.

e Die o,-Linearkombination der Wasserstoff-Orbitale hat die gleiche Sym-
metrie wie das 2p-Orbital des Zentralatoms, das entlang der Bindungsachse
ausgerichtet ist (2p,,). Diese Orbitale bilden das bindende 10, und das anti-
bindende 20 MO, wobei diesmal die Wasserstoff-Orbitale mit dem groBe-
ren Beitrag am bindenden MO beteiligt sind.

e Aus den beiden 2p-Orbitalen des Zentralatoms, die senkrecht zur Bindungs-
achse orientiert sind (2p, ), entstehen die zweifach entarteten 17,-Molekiil-
orbitale.

Je elektronegativer das Zentralatom ist, mit desto groleren Gewichten tragen seine
2s- und 2p-Orbitale zu den bindenden MOs 20, und 10, bei.

Ausgehend von Molekiilorbitalen fiir den linearen Fall konnen wir abschitzen
wie sich die Orbitale und ihre Energien bei Abwinkelung des Molekiils verdndern
(vgl. Abb. 4.15). Durch die Abwinklung verindert sich der Uberlapp zwischen
den Orbitalen:

1. Zwischen den Wasserstoff-Orbitalen kommt es (abhingig von den Vorzei-
chen) zu einer bindenden oder antibindenden Wechselwirkung:
Dies fiihrt fiir fiir die aus den MOs 20, und 30 enstehenden 2a; und 4aj
MOs zu einer Absenkung der Orbitalenergien mit dem Bindungswinkel.
Die MOs 1b, und 2b3, die aus den o,-Orbitalen entstehen, werden hier-
durch destabilisiert, da hier die Wasserstoff-Orbitale mit entgegengesetzten
Vorzeichen iiberlappen.
Die Stabilisierung bzw. Destabilisierung ist dabei umso grofer, je groBer
der Beitrag der Wasserstoff-Orbitale am MO ist.

2. Die gerade Linearkombination der Wasserstoff-Orbitale kann mit einem der
2p,-Orbitale iiberlappen:
Dadurch wird das MO 3a;, das aus diesem 2p.-Orbital ensteht, stabilisiert
(die Orbitalenergie sinkt) und das MO 4a7 hierdurch destabilisiert wird.
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3. Die Uberlappung zwischen dem 2p,-Orbital und der ungeraden Linearkom-
bination der Wasserstoff-Orbitale verringert sich:
Dies fiihrt zu einem zusitzlichen Anstieg der Orbitalenergie fiir das binden-
de MO 1b,, wihrend die Orbitalenergie des antibindenden MOs 2b3 dadurch
abnimmt.

Die Molekiilorbitale fiir die gewinkelte und die lineare Struktur sind nochmal in
Abbildung 4.16 am Beispiel von H,O als Isoflichen gezeigt.

e A
R R s

tby /& ~— 9
3aldgb%d.b+ﬁ\ -

2, O/O\O - o—)—o

la /C>\ ~—  —)— 1o

1y

Abbildung 4.15: Konstruktion der Molekiilorbitale fiir AH;-Molekiile und ihrer
Anderung mit dem Bindungswinkel mit ,Bleistift & Papier*.

Wir finden insgesamt den in Abbildung 4.17 gezeigten Verlauf der Orbital-
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°°°° 2b5 (antibindend) ooe’ 207, (antibindend)
080 4a7 (antibindend) ‘e’ 30, (antibindend)

1b1 (nicht-bindend) 17, (nicht-bindend)

3a1 (nicht-bindend) 17, (nicht-bindend)

& ]
oo 1by (bindend) °° 1o, (bindend)

2a7 (bindend) 204 (bindend)

Abbildung 4.16: Molekiilorbitale in AH,-Molekiilen am Beispiel von H,O. Links:
gewinkelt; Rechts: linear. Es sind jeweils nur die Valenzorbitale gezeigt. (Das
nicht gezeigte 1s-Core-Orbital am Atom A wird fiir die gewinkelte Struktur mit
la; und fiir die lineare Struktur mit 1o, bezeichnet.)

energien mit dem Bindungswinkel Z H-A-H: Die Energie des Orbitals 2a; nimmt
mit zunehmder Abwinkelung ab (abhingig davon wie gro3 der Anteil der Wasser-
stoff-Orbitale an diesem MO ist). Fiir das 1by Orbital addieren sich die beiden
destabilisierenden und fiir MO 3a; die beiden stabilisierenden Effekte. Dadurch
steigt die Orbitalenergie fiir 1b, stark an, wihrend die Energie fiir 3a; stark abfillt.
Fiir die beiden antibindenden MOs 4a] und 2b3 heben sich die stabilisierenden und
destabilisierenden Effekte teilweise auf, es iiberwiegen jedoch etwas die stabili-
sierenden Effekte. Unbeeinflusst bleibt die Energie des nicht-bindenden MOs 15,
das weiterhin ein 2p-Orbital des Zentralatoms ist und nicht mit den Wasserstoft-
Orbitalen mischen kann.

Aus dem Walsh-Diagramm konnen wir wieder ablesen fiir welche Anzahl von
Valenzelektronen eine lineare bzw. eine gewinkelte Geometrie giinstiger ist.
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N 26,
2b; 304
43* ’//’/’_/”_,,————————

1

1b; 17,
1b,

3211
loy

a4 // 26

90

180

Abbildung 4.17: Walsh-Diagramm fiir AH,-Molekiile.

Walsh-Regeln fiir AH>-Molekiile (Regel 4.8)
Aus der Winkelabhdngigkeit der Orbitalenergien ergibt sich in Abhdngigkeit
von der Anzahl an Valenzelektronen eine gewinkelte oder linear Geometrie:

Anzahl VE  Geometrie Beispiele

1-3 gewinkelt  LiH;, BeHy
4 linear BeH,, MgH,, BH;r
5-9 gewinkelt  BH,, CH,, SiH>, NHy, H>0, HyS
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4.8.2 AB,-Molekiile

Auf gleiche Weise kann man das Walsh-Diagramm fiir Molekiile vom Typ AB,
oder ABC konstruieren, wobei alle drei Atome Hauptgruppenelemente mit 4 Va-
lenzorbitalen (z.B.: 2s, 2p) sind. Wir wollen uns hier auf den symmetrischen Fall
AB, beschrinken. Wie stark sich der unsymmetrische Fall ABC hiervon unter-
scheidet, ist von der Elektronegativititsdifferenz zwischen den Atomen B und C
abhiéngig.

Zunichst werden wieder aus den Atomorbitalen der B-Atome ,,+“- und ,,-“-
Linearkombinationen gebildet um Ausgangsorbitale zu erhalten, die gerade bzw.
ungerade Symmetrie beziiglich Punktspiegelung haben. Dann werden jeweils aus
den Orbitalen gleicher Symmetrie (0,4, 0, T, oder 7,) bindende, nicht-bindende
und antibindende Linearkombinationen gebildet:

e Aus drei 1s-Core-Orbitalen erhilt man die MOs 10, 10, und 20, die nicht
zur Bindung beitragen.

e Aus den geraden Kombinationen der s- und p,-Orbitalen der B-Atome und
dem s-Valenzorbital des A-Atoms entsteht ein bindendes 30,, ein nicht-
bindendes 40, und ein antibindendes 5o.

e Die ungeraden Kombinationen der s- und p,-Orbitale der B-Atome bilden
mit dem p,-Orbital des Zentralatoms ein bindende 20, ein nicht-bindendes
30, und ein antibindendes 40,,.

e Ebenso erhilt man aus der ,,+‘“-Kombination der p,-Orbitale der B-Atome
und den p,-Orbitalen des Zentralatoms, die alle ungerade Symmetrie haben,
ein bindendes, ein nicht-bindendes und ein antibindendes MO.

e Die ,,-“-Kombination der p,-Orbitale der B-Atome hat gerade Symmetrie
und iiberlappt mit keinen Orbitalen des Zentralatoms. Diese Orbitale bilden
ein Paar nicht-bindender 7 ,-Orbitale.

Abbildung 4.18 zeigt die Molekiilorbitale fiir AB,-Molekiile bei einer linearen
und einer gewinkelten Geometrie am Beispiel des CO-, also den Fall, dass die
B-Atome etwas elektronegativer sind als das Zentralatom A.
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5D (antibindend)

7aj (antibindend)

2D} (antibindend)

6aq (nicht-bindend)

4by (nicht-bindend)

las (nicht-bindend)

3bs (nicht-bindend)

5a1 (nicht-bindend)

167 (bindend)

4aq (nicht-bindend)

2bs (bindend)

3a; (bindend)

FEXIERRE KL S

40 (antibindend)
50; (antibindend)
2%2@ (antibindend)
27T2’y (antibindend)
17, (nicht-bindend)
17, (nicht-bindend)
30, (nicht-bindend)
17, . (bindend)
17,4 (bindend)

40, (nicht-bindend)
20, (bindend)

30, (bindend)

Abbildung 4.18: Molekiilorbitale in AB,-Molekiilen am Beispiel CO,. Links: ge-
winkelt; Rechts: linear.
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Der Verlauf der Orbitalenergien mit dem Bindungswinkel £ B-A-B ist im
Walsh-Diagramm in Abb. 4.19 gezeigt. Fiir die Molekiilorbitale 30, und 20, hat
die Orbitalenergie ungefdahr den gleichen Verlauf mit dem Bindungswinkel wie
fiir die dhnlich aufgebauten MOs 20, und 1o, in AH,. Ebenfalls dhnlich wie in
AH,-Molekiilen sind die Energien der MOs mit b;-Symmetrie, die aus den 1m,-
und 27,,-MOs entstehen, nahezu unabhénigig vom Bindungswinkel. Fiir die iibri-
gen Orbitale erhilt man folgenden Verlauf der Orbitalenergien:

4a,: Die Energie steigt leicht an. Der destabilisierende Effekt durch die Abnah-
me des Uberlapps des s-Orbitals am A-Atom mit den p-Orbitalen der B-
Atome iiberwiegt iiber die Stabilisierung durch Uberlappung (mit gleichem
Vorzeichen) der Orbitale der beiden B-Atome.

5a,: Die Energie steigt aufgrund der geringer werdenden Uberlappung der p-
Orbital der B-Atome mit dem p-Orbital des A-Atoms an.

3b,: Die Energie steigt an, da die Orbitale der B-Orbitale mit ungleichem Vor-
zeichen iiberlappen.

la,: Die Orbitale der B-Atome sind senkrecht zur Molekiilebene ausgerichtet
und werden erst bei kleinen Bindungswinkeln merklich iiberlappen. Daher
ist die Orbitalenergie fiir dieses MOs im Bereich von 90° — 100° ndherungs-
weise unabhingig vom Bindungswinkel.

4b,y: Aufgrund der Uberlappung Orbitale der B-Atome mit entgegengesetzten
Vorzeichen steight die Energie dieses Orbitals mit dem Bindungswinkel an.

6a,, 7a;: Durch die Abwinklung kommt es zu einer Mischung der urspriingli-
chen 27, und 507;. Dies fiirt zu einer starken Stabilisierung des unteren MOs
6a,, dessen Charakter sich von antibindend zu nichtbindend verindert, und
einer starken Destabilisierung des MOs 7a;.

5by: Durch die Abwinklung verringert sich antibindende Wechselwirkung zwi-
schen dem p,-Orbital des Zentralatoms mit den Orbitalen des B-Atoms, so
dass die Energie dieses Orbitals abnimmt.
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— 40,
5b2 /
7&1
o0y
2, 1m,
6&1
4by
1@2 \* 171-9
§’3§ —_ 30,
431 — e — 1m,
! 4o,
262 \
20,
3oy
3@1 /
100° 180°

Abbildung 4.19: Walsh-Diagramm fiir AB,-Molekiile.

Anhand des Walsh-Diagramms kann man nun wieder abzéhlen fiir welche An-
zahl von Valenzelektronen Molekiile vom Typ AB, linear oder gewinkelt sind:
Nach Auffiillung Orbitale 30, (3a;) und 20, (2b,) ist eine linear Geometrie solan-



4.8. MEHRATOMIGE MOLEKULE 107

ge giinstiger bis das MO 17, bzw. 6a; besetzt werden muss, dessen Energie bei
Abwinkelung stark abnimmt. Mit der Besetzung des MOs 50, (7a;) wird wieder
eine lineare Geometrie giinstiger.

Die Ergebnisse fiir ABs-Molekiile gelten nidherungsweise auch fiir Molekiile
vom Typ ABC.

Walsh-Regeln fiir AB>-Molekiile (Regel 4.9)

Anzahl VE Geometrie Beispiele

4-16 linear Cs, CNC, NCN, BOs, N3, CO5, NCO, N2,O
17 -20 gewinkelt N02, BFQ, CFQ, 03, NFQ, OFQ
21 -24 linear XeFy

4.8.3 Zusammenfassung: Walsh-Diagramme und Regeln

In Walsh- oder Korrelationsdiagrammen werden Orbitalenergien als Funktion ei-
nes Bindungswinkels oder Bindungsabstandes aufgetragen. Unter der Annahme,
dass die Gesamtenergie niherungsweise die Summe der Orbitalenergien der be-
setzten Orbitale ist, kann man mit Hilfe von Walsh-Diagrammen qualitativ die
Gleichgewichtsgeometrien kleiner Molekiile abschitzen. Bei der Konstruktion von
Walsh-Diagrammen sind folgende Regeln hilfreich:

Wechselwirkung von Molekiilorbitalen (Regel 4.10)

o Ensteht entlang einer Bindungskoordinate (Winkel oder Abstand) eine
Uberlappung zwischen Atomorbitalen, dann

— sinkt die Energie des MOs wenn die Atomorbitale mit gleicher
Phase iiberlappen,

— wihrend bei einer Uberlappung mit entgegengesetzter Phase die
Orbitalenergie ansteigt.
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o Wird dagegen entlang einer Bindungskoordinate die Uberlappung von
Atomorbitalen aufgehoben, dann sinkt die Energie falls die Atomorbita-
le antibindend wechselwirkten und sei steigt, wenn eine bindende Wech-
selwirkung aufgehoben wird.

e Konnen durch den Bruch einer Symmetrie Orbitale miteinander mi-
schen, die zuvor zu unterschiedlichen Symmetrietypen gehorten, dann
fiihrt dies zu einer weiteren Absenkung der Energie des energetisch
tieferen und einer Anhebung der Energie des hoher liegenden MOs.

e Die Linien zu Orbitalen des gleichen Symmetrietyps konnen sich in ei-
nem Korrelationsdiagramm nicht iiberkreuzen. (Nichtiiberkreuzungsre-
gel)

4.8.4 Exkurs: Bezeichnung von Molekiilorbitalen in mehrato-
migen Molekiilen

Ahnlich wie in zweiatomigen Molekiilen werden auch in mehratomigen Mole-
kiilen die MOs mit Kleinbuchstaben und zusitzlichen unteren und oberen Indizes
bezeichnet, die ithren Symmetrietyps angeben und von der Punktgruppe des Mole-
kiils abhiingen. Innerhalb eines Symmetrietyps werden die Molekiilorbitale nach
aufsteigender Energie nummeriert.

Einige haufig auftretende Punktgruppen sind:

C5 eine zweizihlige Drehachse (C')
C, eine Spiegelebene (o)

Cj,, eine zweizihlige Drehachse (C5) und zwei (,,vertikale*) Spiegelebenen (o),
die die Drehachsen enthalten

C3, eine dreizdhlige Drehachse (C'3) und drei (,,vertikale®) Spiegelebenen (o),
die die Drehachsen enthalten

D3, wie (s, und zusitzlich eine horizontale Spiegelebene (o) und drei zwei-
zéhlige Drehachsen (C%) senkrecht zur Hauptdrehachse; durch Kombinati-
on dieser Symmetrieelemente ergibt sich auch Symmetriezentrum (7) und
eine dreizdhlige Drehspiegelachse (S53)
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Fiir diese Punktgruppen sind Beispiele fiir die verschiedenen Symmetrietypen von

Orbitalen in den Tabllen 4.7 und 4.8 aufgefiihrt.

Tabelle 4.7: Bezeichung und Aussehen von MOs oder symmetrie-adaptierten Or-
bitalen in den Punktgruppen Cy,,, Cs und Cs. (Fiir Planare Molekiile mit der Punkt-
gruppe Cy, wird standardmissig das Koordinatensystem so orientiert, dass die

Molekiilebene in der Y Z-Ebene liegt.)

Cs, Cs 5 Beispiel Eigenschaften
A A A o"\‘ symmetrisch bzgl. aller Symmetrieoperationen
Ay A" A c‘\g Oy, Cy: antisym. bzgl. Spiegelung
Cs,, Cy: symmetrisch bzgl. Drehung
B, A B “ Csy, Cy: antisym. bzgl. Drehung
Cy,, Cg: sym. bzgl. Spiegelung an o,
B, A" B Csy,, Cy: antisym. bzgl. Drehung

021)7 CS:

antisym. bzgl. Spiegelung an o,
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Tabelle 4.8: Bezeichung und Aussehen von MOs oder symmetrie-adaptierten Or-
bitalen in den Punktgruppen D3j, und C,,.

Ds, O3, Beispiel Eigenschaften

£

° operationen

A A ° 0 symmetrisch bzgl. aller Symmetrie-

symmetrisch bzgl. Drehung

A, Ay e ’ antisym. bzgl. Spiegelung an o,
* Dsy,: sym. bzgl. Spiegelung an o,
E FE ° q(c . 9 zweifach entartet
b ° D3p: sym. bzgl. Spiegelung an oy,
symmetrisch bzgl. Drehung
Al Ay g ;” antisym. bzgl. Spiegelung an o,
@ D3j,: antisym. bzgl. Spiegelung an oy,
symmetrisch bzgl. Drehung
A Ay G dB sym. bzgl. Spiegelung an o,
a D3j: antisym. bzgl. Spiegelung an oy,
E" FE 0 q(8 L 58 zweifach entartet
D ’ D3y, antisym. bzgl. Spiegelung an oy,




Kapitel 5

Potentialflachen und
Molekulardynamik

5.1 Potentialflichen als Konzept

Als Resultat der Born-Oppenheimer-Niherung erhilt man durch die Eigenwerte
von H* (ﬁ) als Funktion der Kernkoordinaten Potentialfldchen fiir die Kernbewe-
gung. Jeweils eine Flidche fiir jeden elektronischen Zustand. Die Positionen der
Minima auf diesen Potentialflichen sind Gleichgewichtsstrukturen der Molekiile.
Mehrere lokale Minima haben dabei die Bedeutung von isomeren oder konfor-
meren Strukturen. So sind zum Beispiel drei Isomere von C3HgO die Molekiile
Propan-1-ol, Propan-2-ol und Ethylmethyldther mit den Lewisformeln:

CHs CH; CHs
LHZ (|:H —OH (|:H2
b b ;

b b

111
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Beispiele fiir Konformere sind die anti- und gauche-Strukturen von Butan:

CH3

T

CH;,

Isomere haben die gleiche atomare Zusammensetzung, das heif3t die gleiche Sum-
menformel, aber eine unterschiedliche Struktur (Gleichgewichtsgeometrie). Kon-
formere sind Isomere, die durch Rotation um Einfachbindungen oder dhnliche

Bewegungen ohne Bindungsbruch in einander iibergehen konnen.

Im Konzept der Poten-
tialflichen bedeutet dies:
Minima, die verschiede-
ne Konformere beschrei-
ben, sind nur durch re-
lativ niedrige “Barrieren”
getrennt, fiir andere Isome-
re sind die Minima durch

A

Energie

\ Ubergangskomplex

Edukt(e)

Produkt(e)

hohe “Barrieren” getrennt.

Auf mehrdimensionalen Potenti-
alflichen ist die “Barriere”, die
iiberwunden werden muss, der
hochste Punkt auf einem Pfad
minimaler Energie (engl.: mini-
mum energy path), der zwei Mi-
nima verbindet. Dies ist ein Sat-
telpunkt: die Energie ist dort
maximal entlang genau einer
Richtung (der Reaktionskoordi-
nate) aber minimal entlang aller
anderer Richtungen.

Reaktionskoordinate

>

rm ()
&
|

Sattelpunkt

0 T

o] 05

1

I
15

#ar (A)

~MEP
H,+F

Dabei muss es nicht so sein, dass es auf dem Reaktionspfad zwischen Edukten
und stabilen Endprodukten einer chemischen Reaktion nur einen Sattelpunkt gibt.
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Chemische Reaktionen ‘

.. Energie .
kOIlIleIl auch mehrstuﬁg Ubergangszustand
iiber mehrere Ubergangs-
komplexe und kurzlebige
Intermediate als Zwi-
schenstufen ablaufen. Dies
ist zum Beispiel beim

Uz1 Uz2

Intermediat

Edukt(e)

Sy 1-Mechanismus in Do
organischen Chemie der

Reaktionskoordinate
Fall.

Wichtige Anwendungen des Konzepts von Potentialflachen sind unter ande-
rem die Berechnung von Schwingungsspektren fiir die Infrarot- oder Raman-
Spektroskopie, von Reaktionsgeschwindigkeiten und die Beschreibung dynami-
scher Vorgidnge in Molekulardynamik-Rechnungen, auf die nun in den folgenden
Abschnitten nédher eingegangen werden soll.

5.2 Schwingungen um Gleichgewichtsstrukuren

Die Potentialflichen mehratomiger Molekiile sind zwar im allgemeinen kompli-
zierte Funktionen der Atomkoordinaten, fiir die meisten Bewegungsfreiheitsgrade
sind jedoch die durchschnittlichen Auslenkungen der Atome aus der Gleichge-
wichtsgeometrie bei Raumtemperatur und giingigen Temperaturen in chemischen
Experimenten relativ klein. (Eine Ausnahme sind Rotationen von Molekiilteilen
um Einfachbindungen.) Fiir kleine Auslenkungen der Kerne aus einer Gleichge-
wichtsgeometrie kann man die Potentialflache durch eine Taylor-Reihe annihern.
Fiir ein zweitatomiges Molekiil einem Schwingungsfreiheitsgrad hat die Reihen-
entwicklung die Form:

dE, 1 PE,
Eu(Ro+ AR) = Eel(Ro)—l-AR(de)R +§(AR)2<dR2l)R LGB
k

Eao+ 5952 + ... (5.2)

dR?
Bricht man die Reihe nch der zweiten (O)rdnung (das heifit nach dem quadrati-
schen Term) ab, hat man das Potential eines harmonischen Oszillators (Hook’sche
Feder), der gleichzeitig das einfachste Modell fiir Molekiilschwingungen ist. Der

mitz = AR = R — Ryund k = (d%)R sowie F.o = Ea(Ry).
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Hamilton-Operator fiir die Kernbewegung hat in dieser Ndherung (ohne den kon-
stanten Term E) die Form:

~ R &>k,
= Toma 2 G-
_ P& + L mit = Vk/ (5.4)
=5 g T W= m .
Die Losung der Eigenwertgleichung fiir den Hamilton-Operator
HU,(z) = BV, (z) (5.5)

wurde bereits in Abschnitt 3.2 besprochen. Hier wollen wir nur nochmal die Er-
gebnisse kurz zusammenfassen:

e Die Eigenfunktionen haben die Form (vgl. Abb. 3.4):
2

U, (z) = N, Hv<, /M—;x) exp ( . %‘%) mit v=0,1,2,... (5.6)
mit
1 1/4
- N, = \/ﬁ <%> : Normierungskonstante

— H, : Hermite-Polynom

v Hy(y)
0 1

1 2y

2 4y -2
3

83 — 12y

H, ist ein Polynom vom Grad v und hat genau v Nullstellen (d.h. v
Knoten in ¥(x))

e Die Eigenwerte (Energieniveaus) sind:

EM = (v+ 1w (5.7)

Die Konstante w ist die Kreisfrequenz und v = w/27 die Frequenz des klassischen
harmonischen Oszillators mit gleicher Federkonstante und Masse (s. z.B. Skript
zur Vorlesung “Anwendungen mathematischer Methoden in der Chemie”’). Wegen
E]jffl — E¥® = hw = hv ist dies gleichzeitig auch die Absorptionsfrequenz des
quantenmechanischen harmonischen Oszillators z.B. in einem IR-Spektrum.
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5.2.1 Normalmoden und Normalkoordinaten

Fiir mehratomige Molekiile hingt die Potentialfliche von mehr als einer internen
Koordinate ab. Um die obige Vorgehensweise auf den mehrdimensionalen Fall
zu verallgemeinern entwickeln wir die Potentialflache zunédchst um die Gleichge-
wichtsstruktur in kartesischen Koordinaten der Kerne bis zur zweiten Ordnung:

Eq(Ry + AR) = E,(Ro) + Z Vi, + (5.8)

mit x; = R; — R; und der Matrix der zweiten Ableitungen (Hesse-Matrix) der
Potentialfliche nach den Kernkoordinaten:

d’E,
Vi, = . 5.9

Damit nimmt die Schrodingergleichung fiir die Kernbewegung zunéchst die Form

N R d?
HU(Z) = <_Z%d;¢ vaxzxj> = B"Y(Z)  (5.10)

an. Wegen der aullerdiagonalen Elemente der Hesse-Matrix V;; ist dies ein System
gekoppelter Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Dieses Gleichungssystem
vereinfacht sich (ebenso wie die Bewegungsgleichungen fiir gekoppelte klassische
harmonische Oszillatoren) stark wenn man die Bewegung der Kerne anstatt in den
kartesischen Koordinaten z; in Normalkoordinaten ausdriickt. Wir tun dies in zwei
Schritten:

e Zunichst driicken wir die potentielle Energie durch massengewichtete Ko-
ordinaten und die Hesse-Matrix in diesen Koordinaten aus:
Vij

A/ T

(5.11)

m; = % Z ‘/ijxixj = % Z Hl]Qsz mit Hij =
r

ij

e Hesse-Matrix H ist symmetrisch und kann diagonalisiert werden. Mithilfe
ihrer Eigenwerte k, und normierten Eigenvektoren ¢

H™ = k,é™  mit ¢™ .20 =4, (5.12)
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kann man H;; schreiben als

Hy=> " ek (5.13)

Normalkoordinaten sind definiert als Linearkombinationen der massen-
gewichteten kartesischen Koordinaten mit den Eigenvektoren der Kraft-
konstanten-Matrix H als Koeffizienten:

Qn = Z Mg =" (5.14)

)

dQn d n) d
Z i dQn_;Ci \/midQn (5.15)

dxl

In der Basis der Normalkoordinaten ist die potentielle Energie:

% Z H;jqiq; = % Z kn(Z Cz(n)%) <Z an>%’>
ij n i J

1
=5 D kaQr (5.16)
und aus dem Operator fiir die kinetische Energie wird:
R s () 0
— — . . (5.7
ZZmld:z: 2 & (ZC G >dQndQl Zd@? .17
—_——
=6n1

Man erhilt in Normalkoordinaten insgesamt als Schrodingergleichung:

L 2 2 - L
HY(Q) = Z( Z i —k Ne, )w@) = E"(Q) (5.18)

Der Hamilton-Operator ist also zerfallen in eine Summe von Hamilton-Operatoren
fiir einzelne ungekoppelte harmonischer Oszillatoren (einer fiir jede einzelne Nor-
malkoordinate) und die Schrodingergleichung kann durch den einfachen Separa-
tionsansatz

\D(Q)) = ,lvbm (Ql) ’ wv2<Q2) R (519)
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wobei die v, (Q;) die bekannten Eigenfunktionen des eindimensionalen harmo-
nischen Oszillators sind, exakt gelost werden:

Yy, (Qi) = Ny, Hy, (@Q) exp ( — %Q?) mit w; = Vk  (5.20)

Wir erhalten entkoppelte unabhingige Oszillatoren fiir die einzelnen Normalkoor-
dinaten, deren Kreisfrequenzen wir mit w; = \/k; aus den zugehorigen Eigenwer-
ten der massengewichteten Hessematrix berechnen konnen. Als Energieniveaus
erhalten wir:
ib
B . = Y _(0i+ Hwih (5.21)
i

Die Gesamtenergie ist dann die Summe aus der Schwingungsenergie und der elek-
tronischen Energie am Minimum der Potentialkurve:

Eges = el(éo> + Evib (522)

V1V2V3...

5.3 Reaktionsgeschwindigkeiten

Die Geschwindigkeitenkonstanten fiir thermische Reaktionen (nicht Photoreak-
tionen) lassen in vielen Féllen gut mit Hilfe der Transistion-State-Theory (Eyring,
Polyani; s. Vorlesung PC II - Kinetik im 4. Sem.) sich aus den Aktvierungsenthal-
pien abschitzen:

ko kBTTeAG’é/RT AG* = AH? — TAS? (5.23)

dabei ist AG” die freie (Gibbs-)Aktvierungsenthalpie, die sich zusammensetzt
aus den Beitrdagen der

e Aktivierungsenthalpie AH7:

— der elektronische Beitrag hierzu ist gerade die Energiedifferenz (aus
der Potentialkurve) zwischen Edukt und aktivierten Komplex A H ZZ,C =
AF7,

elec’
— Schwingungsbeitrag aus der Differenz der Nullpunktsschwingungs-
energien AEZib
— der Druck-Volumen-Beitrag A(PV) und Beitrige durch Anderungen
der Anzahl an Rotations- und Translationfreiheitsgraden erhilt man
aus der statistischen Thermodynamik (s. Vorlesung PC IV im 6. Sem.)
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e Aktivierungsentropie AS7, der Entropiedifferenz zwischen Edukt und akti-
viertem Komplex, die sich — wieder mithilfe der statistischen Thermodyna-
mik — bei bekannten Energieniveaus £ fiir Schwingungen und Rotationen
iber die Zustandssumme berechnen 14ft:

E,
7 — Z g; - exp ( - T) (5.24)
p
S = (k;BT In Z) (5.25)
AS - SUbergangszustand - SEdukt (526)

Dabei ist g; die Entartung des Energieniveaus E;.

5.4 Molekulardynamik

Das Thema der Molekulardynamik ist die Berechnung des dynamischen (d.h. zeit-
abhéngigen) Verhaltens komplexer molekularer Systeme wie Losungen, Proteine,
Membranen, etc. Eine wichtige Vereinfachung, die dabei gemacht wird nutzt aus,
dass fiir das dynamische Verhalten solch grosser Systeme Quanteneffekte auf die
Kernbewegung, wie Tunneln und die Quantisierung der Schwingungsniveaus, nur
eine untergeordnete Rolle spielen (Stichworte: Korrespondenzprinzip, Ehrenfest-
Theorem). Dies bedeutet, dass die Kernbewegung niherungsweise mit den klassi-
schen Newtonschen Bewegungsgleichungen beschrieben werden kann:

dr;
— =7 5.27
7 v (5.27)
du; 1 =
— = a; = —F, 5.28
dt ¢ m (5.28)
E = —V V(’F Tg,...,FN) (529)
Dabei ist V' (77, . .., 7 ) die Potentialflache fiir die Kernbewegung, die als Losung

der elektronischen Schrodingergleichung erhalten wird.

5.4.1 Integration der Bewegungsgleichungen

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind gekoppelte Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung (¢ = d*r/dt?), da das Potential V, dass ein einzelner Kern
erfahrt, von den Koordinaten aller Kerne abhingt. Ihre Integration liefert eine
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Trajektorie, dies ist eine Kurve im sogenannten Phasenraum, d.h. dem 6N-
dimensionalen Vektorraum dessen Koordinaten die Orte und Geschwindigkeiten
aller Teilchen angeben.

%
A

Abbildung 5.1: Qualitative Skizze einer Trajektorie, einer Kurve im Vektorraum
der von den Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten aufgespannt wird, und (als
Funktion der Zeit) den Ort und die Geschwindigkeit eines Teilchens angibt.

Fiir ein System mit vielen Teilchen konnen die Newtonschen Bewegungsglei-
chungen nicht mehr exakt geschlossen gelost werden. Man muss daher Nihe-
rungsmethoden einsetzen. Die wichtigste Nidherungsmethode zur Losung New-
tonschen Bewegungsgleichungen ist die numerische Integration. Die Idee da-
hinter ist, dass fiir kleine Zeitschritte At die Differentialquotienten nidherungs-
weise durch Differenzenquotienten ersetzt werden konnen:

di(t) T+ A — (1)

e 5 (5.30)
du;(t) vi(t + At) — G(t)
~ 531
dt ot 631

Euler-Algorithmus: Eine Moglichkeit zur numerischen Integration der Bewe-
gungsgleichungen wire der Euler-Algorithmus, dessen Ausgangspunkt die Taylor-
Entwicklung fiir 7;(¢) bis zur zweiten Ordnung in At ist:

P+ A = 7))+ Z—Z At + 3 T; (A2 +... (532
—~~ ——
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Wobei @;(t) = F,(t)/1m ist. Man erhlt folgenden Algorithmus (Rechenvor-
schrift):

F(t) = —ViV(F1,7,...,7v) (5.33)

Pt +At) ~ ﬁ(t)+m(t)At+2iF;(t)(At)2 (5.34)
m

Ui(t+ At) =~ ﬁi(t)+%ﬁ(t)At (5.35)

1. Berechne die Krifte zur Zeit ¢ (mit Hilfe der bekannten Koordinaten zur
Zeit t mithilfe von GI. (5.33).

2. Berechne dann die Positionen und Geschwindigkeiten zur Zeit ¢t + At iiber
Gl. (5.34) und (5.35) .

3. Verfahre dann weiter mit Punkt 1 bis der Endpunkt der Simulation erreicht
ist.

Unschon an diesem Algorithmus ist, dass er wegen ﬁz(t) # _ﬁz(t + At) nicht
symmetrisch in der Zeit (reversibel) ist, was zur Folge hat, dass die Energie nicht
exakt erhalten bleibt. Reversibilitdt in der Zeit erfordert, dass ein Algorithmus
vom Endpunkt riickwirts in der Zeit angewendet zum urspriinglichen Ausgangs-
punkt zuriickfiihrt. Fiir einen negativen Zeitschritt ¢’ — t' — At erhilt man aber
mit dem Euler-Algorithmus:

A - A xR - A RE)A) (536)
— 4/ I Y _i_’
G - AN~ G(l) - —F()A (5.37)
Setzt man ¢ + At fiir ¢ ein erhilt man:
7)) A~ Tt 4 At) — Tt + ADAE+ %ﬁi(t + At)(A)? (5.38)
1 . 1 =
~ () + (AL + S Fi(1) (At)? - (vi(t)JrEF(t)At)At (5.39)
1
+%F Lt + AL)(AL)?
1
~ () + 5 - (Rl + A1) = F(1)) (A? £ 7i(1) (5.40)

Alternativen zum Euler-Algorithmus sind zum Beispiel der Verlet- und der
Leap-Frog-Algorithmus, die sich in der Berechnung der neuen Positionen und
Geschwindigkeiten vom Euler-Algorithmus unterscheiden:



5.4. MOLEKULARDYNAMIK 121

e Verlet-Algorithmus:

B4 AL ~ R + 6 + %ﬁi(t)(m)? (5.41)
Ti(t+ At ~ Tit)+ % (ﬁ(t) + F(t+ At))At (5.42)

e Leap-Frog-Algorithmus:
7 (t + At)
Uit + At/2)

Q

Fi(t) + Uit + At/2) At (5.43)
Ti(t — At/2) + %ﬁ(t)At (5.44)

Q

Wichtig fiir die Genauigkeit von Molekulardynamik-Rechnungen sind, neben der
Genauigkeit des Potentials V' (77, ..., 7 ), die Schrittweite At fiir die Zeit ¢ und
Simulationsdauer (d.h. die Gesamtzeit, fiir die die Dynamik des Systems simuliert
wird). Fiir eine gute Molekulardynamik-Rechnung muf}

e die Schrittweite At klein sein (um einen Faktor 10 oder mehr) im Vergleich
zur Dauer der schnellsten Bewegungen (typischerweise Streckschwingun-
gen, insbesondere C-H- und O-H-Schwingungen mit ~ 10 fs = 107 s
= At < 1 fs) damit die Fehler der numerischen Integration klein bleiben
= fiir I ps = 10~'% s braucht man ca. 10? Schritte

e die gesamte Simulationsdauer grof} sein im Vergleich zur Dauer des unter-
suchten Prozesses (z.B. Proteinfaltung, Diffusion, etc., d.h. oft in der Gros-
senordnung > 10 ps = 10711 5)

So dass die Anzahl der Schritte pro Simulation in der GréBenordnung von 10° —
107 und mebhr liegt. Zudem miissen fiir eine gute Statistik viele Simulationen mit
unterschiedlichen Anfangsbedingungen durchgefiihrt werden. Man braucht daher
fiir die Berechnung der Energien und Krifte sehr schnelle Verfahren. Man unter-
scheidet:

Ab initio-MD: hier werden einfache quantenchemische Methoden (“Dichtefunk-
tionaltheorie’’) verwendet

Kraftfeld-MD: empirische Potentiale, die an experimentelle oder berechnete Da-
ten angepasst wurden (“Kraftfelder”)
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5.4.2 Kraftfelder

Bei Kraftfeld-Rechnungen wird die potentielle Energie als Summe von Beitri-
gen einzelner Wechselwirkungen zwischen Atomen und funktionellen Gruppen
geschrieben, z.B. als

V= ‘/bond + V;zngle + V;iorsion + V;)dW + V;on (545)

Fiir die einzelnen Beitrige werden empirische Potentialansitze verwendet, die
einfach zu berechnen sind und Parameter enthalten, die an experimentelle oder
mit quantenmechanischen Methoden berechnete Daten gefittetet wurden. Einige
Typische Potentialansitze sind in Tabelle 5.1 zusammengestellt.
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Bindungsabstinde

(kovalent)

% 7
r Z

Bindungswinkel

van der Waals-W.W.

O v O

ionische W.W.
q, q

O v C

Morse-Potential
2
V(r)= D, (1 — e*a(’”*“)>

harm. Oszillator

V(¢) = k(¢ — ¢e)?

V(1) = k[l + cos(n(T — 7¢))]

Lennard-Jones-Pot.

Vo= ae[(5)" - (3)'

Coulomb-Potential
V(r) =22

123

3

-1
rmin _2 6 9

Tabelle 5.1: Einige typische Potentialansitze, die fiir Kraftfelder verwendet wer-

den.



124 KAPITEL 5. POTENTIALFLACHEN UND MOLEKULARDYNAMIK

Typische Anwendungen von Kraftfeld-Rechnungen sind unter anderem:
e Proteinfaltung

e Unterstiitzung der Strukturaufkldrung von Proteinen und anderer komplexer
Biomolekiile

e dynamisches Verhalten von Solvathiillen
e dynamische Prozesse an Grenzflachen

Mit dem meisten Kraftfeldern konnen keine chemischen Reaktionen mit Bin-
dungbriichen und -neubildungen berechnet werden. Dies ist nur mit Ab initio-
Molekulardynamik oder mit speziellen (sogenannten “reaktiven”) Kraftfeldern
moglich.

5.4.3 Radiale Verteilungsfunktionen

Die (statischen) Gleichgewichtsstrukturen von Molekiilen und Kristallen konnen
wir auf einfache Weise durch Angabe von Bindungsldngen und Winkeln beschrei-
ben. Um die (dynamische) Struktur von Gasen, Fliissigkeiten oder amorphen Fest-
korpern (z.B. Gldsern) zu beschreiben verwendet man statistische GroBen. Tragt
man fiir ein Atom in einer festen Anordnung, z.B. dem zentralen Atom eines Clu-
sters aus Edelgasatomen, die Anzahl der in einem Abstand r gefundenen Nachba-
ratome auf, so erhilt man ein diskretes Strichdiagramm (ein Strich der Hohe 1 fiir
jedes der anderen Atome).

I | )
0.5 1.0 1.

Abstand / nm

5

Trigt man jedoch die eine groflere Anzahl von Atomen und iiber die Zeit die
gemittelte Anzahl von Teilchen im Abstand r pro Volumeneinheit, n(r) auf, erhélt
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man eine kontinuierliche radiale Dichteverteilung wie sie in der Abbildung unten
rechts gezeigt ist.

80

60 —

40

n(r)/nm -3

20 o -----f- Ao LN

Abstand / nm Abstand / nm

Die radiale Verteilungsfunktion g(r) ist definiert als n(r) geteilt durch die mittle-
re Teilchendichte. Dadurch ist die Grofie von g(r) weniger stark von der Dichte
abhingig. Die Abweichung der radialen Verteilungsfunktion ¢(r) vom mittleren
Wert 1 wird auch als (totale) Korrelationsfunktion bezeichnet:

h(r)=g(r)—1 (5.46)

Sie gibt an, ob in diesem Abstand die Anzahl der Atome pro Volumeneinheit ge-
geniiber dem Mittelwert erhoht (positive korreliert) oder erniedrigt (negativ korre-
liert) ist. Diese Abweichungen hingen damit zusammen, ob die Wechselwirkung
zwischen den Atomen fiir einen gegebenen Abstand anziehend oder AbstoB3end
sind. Fiir Gase kann bei niedriger Dichte die radiale Verteilungsfunktion nihe-
rungsweise (d.h. unter Vernachldssigung von Quanteneffekten auf die Kernbewe-
gung) iiber die Boltzmann-Verteilung aus dem Wechselwirkungspotential V()
berechnet werden:

g(r) = exp(=V(r)/kT) (5.47)

In Gasen, Fliissigkeiten und amorphen Festkorpern ohne Fernordnung néhert sich
g(r) mit zunehmendem Abstand dem Wert 1 und A (r) dem Wert O (keine Korre-
lation) an.



Kapitel 6

Spin, Pauli-Prinzip und
Mehrelektronenwellenfunktionen

6.1 Spin: Fermionen und Bosonen

Aus experimentellen Beobachtungen ergibt sich, dass Elektronen und und Atome
neben einem Bahndrehimpuls einen inneren Drehimpuls haben konnen, der als
Spin bezeichnet wird und sich unter anderem durch Wechselwirkung mit einem
Magnetfeld bemerkbar macht.

So werden z.B. beim sogenannten Stern-Gerlach-Versuch (s. Abb. 6.1) Silber-
atome, die im 5s-Valenzorbital ein ungepaartes Elektron besitzen, in einem inho-
mogenen Magnetfeld je nach Orientierung des Spins dieses Elektrons in Richtung
zunehmender oder abnehmender Feldstédrke abgelenkt.

Es zeigt sich, dass man zur vollstindigen Charakterisierung des quantenme-
chanischen Zustandes, in dem sich ein Elektronen befindet, neben der Orts-Wellen-
funktion auch den Betrag und die Orientierung (z.B. die Z-Komponente) seines
Spins angeben muss.

e Wie beim Bahndrehimpuls ['ist auch der Operator fiir den Spin ein Vektor
mit -, y- und Z-Komponenten und der Operator fiir das Betragsquadrat ist
die Summe der Quadrate der drei Komponenten:

Sz
3y und ¥ =382 +3
S

W>
I

+ 82 (6.1)

126
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Wichtig ist, dass die Spin-Operatoren nicht auf die Koordinaten fiir den Ort
des Teilchen wirken.

Ofen
Sorornrsieteletety’s
UL
00’0 2
X e
4,%% Schlitzblende
Strahl
aus
Silber—
atomen S
\\ Z
N \ X A
A N\
\§§\\\\ A} - "~
N ~
\§i\\\\\ inhomogenes + IO R y
N 5 Magnetfeld 2 \
\
3 .
\ 1 !
7
N J
. 7

= ohne Feld
zwei mogliche

-@- klassische Vorhersage Orientierungen
. . des Spins im
<>~ experimentelles Ergebnis Magnetfeld

Abbildung 6.1: Stern-Gerlach-Versuch: Ablenkung von Silberatomen in einem
inhomogenen Magnetfeld. Die Ablenkung im Magnetfeld zeigt, dass die Silbera-
tome ein magnetisches Moment haben. Dies wird durch den Spin des ungepaarten
Elektrons im Valenzorbital 5s hervorgerufen. Konnte dieser Drehimpuls — wie
in der klassischen Physik — beliebig im Raum ausgerichtet sein, wiirde auf dem
Schirm ein ausgefiillter Silberfleck entstehen. Die Aufspaltung in zwei diskrete
Linien zeigt, dass der Spin des Elektrons nur genau zwei unterschiedliche Aus-
richtungen relativ zur Richtung des Magnetfelds bzw. der Z-Achse einnehmen
kann.

Die Gesamtwellenfunktion fiir ein Elektron 7 ist ein Produkt aus dem in den
vorangegangenen Kapiteln bereits betrachteten Raumteil ¢(7;) eines Orbitals und
einem Spinteil, der auch als Spinfunktion bezeichnet wird. Ein solches Produkt
aus einem Raumorbital und einer Spinfunktion bezeichnet man auch als Spinor-
bital:

(i) = o(ri)o(i) (6.2)
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Fiir die Spinfunktionen o (i) werden in der Regel die Eigenfunktionen von 5% und
5, verwendet. Die explizite Form der Spinfunktionen wird dann nicht benétigt:
Operatoren, die auf raumliche Koordinaten wirken, lassen die Spinfunktionen un-
verandert und die Wirkung der Spinoperatoren kann mithilfe der Eigenwerte von
52 und . (bzw. den Quantenzahlen) ausgedriickt werden. Die Spinfunktion hingt
nicht von Koordinaten ab. Das Argument ¢ gibt nur an fiir welches Elektron diese
Funktion den Spin angibt.

e Fiir das Betragsquadrat eines Spin treten nur die Werte s(s + 1)k mit s =

O,%,l,%,l...auf:

Spinfunktion
§*0(i) = s(s + 1)ho (i) mits =0,3,1,... (6.3)

Die Spinquantenzahl s ist fiir Elementarteilchen eine Konstante: Teilchen
mit halbzahligem Spin s = 1/2,3/2,... nennt man Fermionen, Teilchen
mit ganzzahligem Spin s = 1,2, ... Bosonen. Fiir Elektronen ist s = 1/2.

e Wie bei allen Drehimpulsen, kdnnen auch fiir die Z-Komponente eines
Spins s, nur die Eigenwerte mgsh mit my; = —s, —s+1,...,s — 1, s auftre-
ten.

e Fiir den Elektronenspin kann die Nebenquantenzahl m  die beiden Werte
—1/2 (“spin down”) und +1/2 (“spin up”) annehmen. Die beiden Ori-
entierungen des Elektronenspins werden durch die Spinfunktionen « (d.h.
s, = +1/2) und  (d.h. s, = —1/2) angeben, die als Eigenfunktionen von
52 und 5, definiert sind und die folgenden Beziehungen erfiillen:

— Sie sind normiert und orthogonal zueinander:

(ala) = (B]5) =1 (lB) = (Bley = 0 (6.4)

— Sie sind Eigenfunktionen zu $, und §%:
S0 = My = +%oz S.0=my0l = —%6 (6.5)
ga=s(s+1a= %a 3=s(s+1)3= %ﬁ (6.6)

Sie sind jedoch keine Eigenfunktionen zu 5, und s,,!
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e Wir verwenden fiir Spinorbitale auch die Kurzschreibweise:

o) = oo) = ) o) = { 0 BT )

e Die Operatoren fiir den Gesamtspin eines Vielteilchensystems erhalten wir
wie fiir andere Drehimpulse auch als:

§=%"5 und FP=524+8248 6.8)

7
Achtung: 5% # 3. 52! Man muss zuerst die z-, y- und z-Komponenten von

S bilden und dann die Summe ihrer Quadrate.

6.2 Wellenfunktionen fiir das Heliumatom als Bei-
spiel fiir eine Vielteilchen-Wellenfunktion

Bislang haben wir nur Einelektronen-Wellenfunktionen (Orbitale) betrachtet und
so getan, als ob man hieraus direkt die Wellenfunktion fiir Mehrelektronensysteme
(z.B. Atome oder Molekiile) als Produkte konstruieren konnte. Diese qualitativen
Betrachtungen liefern zwar viele wichtige Informationen und Regeln, aber einige
Dinge lassen sich nur verstehen, wenn man die Mehrelektronenwellenfunktionen,
die die Raumkoordinaten und Spins aller Elektronen beschreiben, selbst betrach-
tet. Als Basis fiir den Vektor- oder Hilbertraum der Mehrelektronenwellenfunk-
tionen konnen wir Produkte von Spinorbitalen verwenden. Wir miissen aber auch
Linearkombination solcher Produkte beriicksichtigen.

Als Beispiel betrachten wir ein Helium-Atom mit beiden Elektronen im 1s-
Orbital. Durch Verteilung der Elektronen auf die beiden Spinorbitale ¢, und gzﬁfs
erhdlt man fiir dieses 2-Elektronensystem zunéchst vier mogliche Wellenfunktio-
nen:

Ui(1,2) = ¢7,(1)¢(2) Uy (1,2) = ¢, (1), (2) (6.9)
Ws(1,2) = ¢,(1),(2) Wy (1,2) = ¢, (1), (2) (6.10)

Diese vier Funktionen konnen wir durch zwei Pfeile, die nach oben oder unten
zeigen (fiir “spin-up” bzw. “spin-down”), symbolisieren:
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T1 L Tl 17
12 12 12 12
\Ifl \Ifg \Ij3 \Il4

Im Unterschied zu makroskopischen Objekten kann man Elektronen und andere
Elementarteilchen nicht “markieren”: sie sind ununterscheidbar. Bei der Vertau-
schung zweier identischer ununterscheidbarer Teilchen diirfen sich keine beob-
achtbaren GroBen (Observablen) dndern. Das Helium-Atom bleibt bei der Vertau-
schung der beiden Elektronen unverdndert. Wir erwarten daher als Losungen der
Schrodingergleichung symmetrische und antisymmetrische Linearkombinationen
von V3 und ¥, (die Funktionen ¥, und W, sind bereits symmetrisch):

1 . o 1
Vaym(1,2) = (¥ Ba) = 01,(7)01s72) 75 (a(1)5(2) + B(1)a(2))
(6.11)
1 . Ly 1
Vo (1,2) = (W5 = ¥3) = 00,(7)015(7) 5 (a(15(2) = B(1)a(2))
(6.12)
Da im Hamilton-Operator fiir das He-Atom:
. 1 1 1 1 1 ~ AR
H:jiAl_r_l_§A2_r_% E:h(T1)+h(7’2)+r—12 ; (6.13)
h(‘il) 5;2)

der Spin der Elektronen nicht auftritt, ist der Erwartungswert von H unabhiéngig
vom Spinteil der Wellenfunktion. Daher wiirden diese vier Wellenfunktionen alle
den gleichen Energieerwartungswert

E= (W) = 2 [ on( o) dr (6.14)
R3
+R[R[¢1s(771)*¢1s(772)*:E@s(ﬁ)%s(@)dedTl
= 2<¢1s‘ﬁ|¢ls> + <¢ls¢ls‘ri12‘¢ls¢ls> (615)

liefern. Sie gehoren jedoch zu unterschiedlichen Eigenwerten der Operatoren fiir
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den Gesamtspin des 2-Elektronensystems:
S, =5.(1)+5.(2) (6.16)
$ = () +32)" = 3 (5051 +25:(1)5:(2) + 5(25(2)) 617
1=T,Y,2

Um dies auszurechnen brauchen wir nur die Spinanteile der Wellenfunktionen zu
betrachten. Fiir die Z-Komponente des Gesamtspins erhilt man:

S.a(D)a(2) = a(1)a(2) (6.18)
S.8(1)B(2) = —B(1)3(2) (6.19)

.1
8.5 (2@ + 51)a2) =0 (6.20)

1
S (a(1)8(2) - B1)a(2)) =0 (621)

und fiir das Betragsquadrat des Gesamtspins:

S2a(1)a(2) = 1(1+ 1)a(1)a(2) (6.22)
SPB(1)B(2) = 1(1+1)5(1)5(2) (6.23)

A21 B
§ 5 (0(B2) + ADa(2) =101+ 1)

no 1

525 (a(1B(2) = A1)a(2) = 00+ 1)—=(a(DF(2) ~ H1)a(2)  (625)
Demnach sind ¥, W,,,, und ¥, zusammen ein Triplett mit der Spinquantenzahl
S = 1 und den Nebenquantenzahlen Mg = +1,0, —1 und ¥, ist ein Singulett-
Zustand mit der Spinquantenzahl .S = 0.

In einem Magnetfeld wiirden diese vier Zustidnde entsprechend der Werte fiir
die Nebenquantenzahl Mg = +1,0,—1 in drei Energieniveaus aufspalten. In
einem UV/Vis-Spektrum fiir das He-Atom wiirde eine solche Aufspaltung des
Grundzustandes im Magnetfeld zu unterscheidbaren Ubergiingen (Spektrallinien)
filhren. Experimentell beobachtet wird fiir den Grundzustand des He-Atoms nur
der antisymmetrische Singulett-Zustand W, !

(a(1)B(2) +B(1)a(2)) (6.24)

HS\H
[\

6.3 Pauli-Prinzip und Slaterdeterminanten

Die Verallgemeinerung dieser Beobachtung fiithrt zum Pauli-Prinzip fiir ununter-
scheidbare identische Teilchen:
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Pauli-Prinzip (Postulat 6.1) Fiir Mehrelektronensysteme sind nur solche
Wellenfunktionen zuldfig, die beziiglich der Vertauschung zweier Elektronen
antisymmetrisch sind:

(R, oo Py ) = —U(Fy, T T (6.26)

(Die gleiche Regel gilt auch fiir andere Fermionen. Beziiglich der Vertau-
schung von Bosonen miissen Wellenfunktionen symmetrisch sein.)

Fiir ein Atom oder Molekiil mit zwei Elektronen kann man eine antisymme-
trische Gesamtwellenfunktionen im einfachsten Fall schreiben als

1

V2

Eine solche Wellenfunktion muss verschwinden, wenn v); = 1) ist. Wir erken-
nen, dass in einer antisymmetrischen Wellenfunktion jedes Raumorbital ¢() von
maximal zwei Elektronen “besetzt” werden kann: ¢(7;)a(7) und ¢(7;)3(j).

Fiir den allgemeinen Fall sind die einfachstmoglichen Mehrelektronen-Wel-
lenfunktionen, die dem Pauli-Prinzip geniigen, sogenannte Slater-Determinant-
en:

2)

¥(1,2) = 5 (010 - nem) = | 20 R0 6

(1) i(2) ... da(n)

Un(1) ¥a(2) o Pu(n)

Also Determinanten, die als Eintrdge statt Zahlen Spinorbitale enthalten, die so
angeordnet sind, dass innerhalb einer Spalte die besetzten Spinorbitale und inner-
halb einer Zeile die Elektronen 1 bis n durchlaufen werden. Wegen dieses ein-
fachen, systematischen Aufbaus, braucht man, um eine Slaterdeterminante ein-
deutig anzugeben, nur angeben, welche Orbitale in welcher Spalte stehen. Daher
werden hdufig die folgenden Kurzschreibweisen verwendet:

USP(L,. o n) = [itha - | = b1t 1) (6.29)
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Eigenschaften von (Slater-)Determinanten:

e Antisymmetrisch bei Vertauschung zweier Spalten- oder Zeilenvektoren,
d.h. zweier Elektronen oder zweier Spinorbitale.

e Null wenn die Zeilen, d.h. die besetzten Spinorbitale linear abhiingig sind
(z.B. weil zwei gleiche Spinorbitale besetzt wurden).

Wenn man die Besetzung von Orbitalen mit Elektronen mit - oder 3-Spin in
einem MO-Diagramm oder einem Késtchenschema angibt, ist dies nichts anderes
als eine symbolische Darstellung einer Slaterdeterminante:

E 36" []
5 /fi/ Ing ‘ D D
2p

‘:i:?: 36
lnu

2507 0% 2_~

22‘{2

Is ::::j'&%aﬁ‘:::: Is

lcg

N,-Molekiil

_ B B B B B B
- ‘¢?Ug¢10'g ?U,’j¢1a; gag¢209 ga,’j¢2a;j ?ﬂ'u,ﬁ¢lﬂ'u,$ ?Tru,y¢17ru,y’

Eine Slater-Determinante ist der einfachstmogliche Ansatz fiir eine Wellen-
funktion fiir mehrere Elektronen, die dem Pauli-Prinzip geniigt. In einigen Fillen,
insbesondere fiir Radikale und Komplexe mit mehreren “ungepaarten” Elektronen
muss es eine Linearkombination aus mehreren Slater-Determinanten

U(L,...,n) =Y Cr7P(1,...,n) (6.30)
I

verwendet werden um eine qualitiv richtige Niherung fiir die Wellenfunktion zu
erhalten (s. Abschn. 6.4).

Satz 6.1 Die aus einer vollstindigen Basis von Molekiilorbitalen erzeugbaren
Slater-Determinanten bilden eine vollstindige Basis fiir den Hilbertraum der Meh-
relektronenwellenfunktionen, die dem Pauli-Prinzip geniigen.
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Daher kann mit dem Ansatz in GI. (6.30) die elektronische Schrodingerglei-
chung fiir ein Mehrelektronensystem im Prinzip beliebig genau gelost werden,
wenn fiir die Berechnung der Molekiilorbitale eine immer gréere und genauere
LCAO-Basis verwendet wird und immer mehr Determinanten einbezogen wer-
den, die durch Besetzung unterschiedlicher MOs erzeugt werden konnen.

6.4 Konfigurationen, Terme und Zustiande

Fiir viele Fragestellungen in der Spektroskopie und auch zum Verstidndnis von
Eigenschaften und der Reaktivitit von Molekiilen braucht man oft nur eine qua-
litativ richtige Wellenfunktion. Wenn hierfiir eine einzelne Slater-Determinante
geniigt, reicht es aus anzugeben, welche Molekiilorbitale “besetzt” sind. Dies ist
meistens dann der Fall, wenn alle Molekiilorbitale bis zu einem bestimmten Ener-
gieniveau voll besetzt sind. Ist dies nicht der Fall, wie z.B. bei Radikalen oder
bei Ubergangsmetallkomplexen, muss man hiufig Linearkombinationen aus meh-
reren Slater-Determinanten beriicksichtigen. Oft stellt sich dabei die Frage wel-
che Orbitalbesetzungen zum Grundzustand und eventuell auch den niedrigsten
angeregten Zustianden die wichtigsten Beitrdge lieferen und welche Zustinde und
Energieniveaus tiberhaupt zu erwarten sind. In vielen Fillen kann man dies mit
einfachen Abzihlschemata ermitteln. Eine wichtige Hilfe ist dabei die folgende
Regel:

Regel 6.2 Ist der Hamilton-Operator zeitunabhdngig und sind relativistische
Effekte vernachlissigbar, dann sind die Energie und der Gesamtspin (S* und
z.B. S,) Erhaltungsgrifien. Fiir lineare Molekiile ist zudem die Komponen-
te des Bahndrehimpules der Elektronen parallel zur Molekiilachse (L) und
fiir Atome zusdtzlich der Betrag des Gesamtbahndrehimpulses der Elektronen
(L?) eine Erhaltungsgrofe. Fiir elektronische Wellenfunktionen bedeutet dies:

o Die elektronische Wellenfunktion ist gleichzeitig eine Eigenfunktion von

]:I, S2? und S’Z

e FEigenfunktionen von 52 zur Quantenzahl S sind 2S + 1-fach entartet
wobei die Eigenwerte von S, die Werte Mgh mit Mg = —S,—S +
1,...,5 — 1,8 durchlaufen.
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e Fiir lineare Molekiile ist die Wellenfunktion zusdtzlich auch Eigenfunk-
tion von L., wobei jeweils Eigenfunktionen zu Eigenwerten +Mh zu
gleichen Energieeigenwerten gehoren.

o Fiir Atome ist die Wellenfunktion zusdtzlich Eigenfunktion von L,
und L2, wobei die 2L + 1 Eigenfunktionen zur gleichen Drehimpuls-
Quantenzahl L mit M, = —L,—L + 1,...,L — 1, L beziiglich der
Energie entartet sind.

Um zu ermitteln, welche tiefliegenden Zustéinde fiir ein Atom oder Molekiil zu
erwarten sind, werden zunichst beziiglich der Energie entartete Molekiilorbitale
(in Atomen z.B. jeweils die dreifach entarteten p-Orbitale oder fiinfach entarte-
te d-Orbitale, in linearen Molekiilen z.B. die 7,- und 7,-Orbitale) zu Schalen
zusammengefasst. Dann wird die Elektronenkonfiguration ermittelt, die angibt
welche Schale jeweils mit wieviel Elektronen besetzt ist. Fiir den Grundzustand
erfolgt die Auffiillung der Schalen in der Regel gemiss dem Aufbauprinzip. So ist
zum Beispiel die Elektronenkonfiguration fiir den Grundzustand des Sauerstoft-
atoms O 15%25%2p2.

e Die Elektronenkonfiguration gibt die Besetzung der Molekiilorbitale (MOs)
mit Elektronen an. Dabei werden entartete MOs zu “Schalen” zusammen-
gefasst. (Fiir den Grundzustand erfolgt die Auffiillung in der Regel gemél
dem Aufbauprinzip, Abschnitt 4.7.1.)

e Bei unvollstindiger Besetzung von MOs konnen zu einer Konfiguration
mehrere Zustdnde (mit unterschiedlichen Spin-, Bahndrehimpuls- und Ener-
gie-Quantenzahlen und unterschiedlicher Symmetrie) gehoren.

Sauerstoff-Atom, O (Beispiel 6.1)

— die Grundzustandskonfiguration ist 1s>222p*
— durch Verteilung der 4 Elektronen auf die 2 x 3 p-Spinorbitale lassen

6!
sich (Z) =10l = 15 Slaterdeterminanten erzeugen
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Tabelle 6.1: Die Grundzustinde der homonuklearen zweiatomigen Molekiile Li,
bis Ne, und die zugehorigen Termsymbole.

A,  Konfiguration Spin Termsymbol B.O. R./pm D./eV

Li, He, 03 0 X 12;‘ 1 267 1

Be, He, oo, 0 X'5f 0 — —
B, Be,n X%, 1 159 3

C, Beyml 0 X 12;‘ 2 124 6.3
N, Be, rio? 0 X'mF 3 109 98
0, Beyolrln? 1 X3, 2 112 51
F, Beolnizl 0 XISF 1 141 16
Ne, Be, o mymyo. 0 X'5f 0 — —

— diese Slaterdeterminanten gehoren zu 3 Energieniveaus oder spektro-
skopischen “Termen’”:

x 3P (3 x 3 = 9-fach entartet)
x 1D (5-fach entartet)
x LS (nicht entartet)

(Die Anzahl der Terme multipliziert mit der jeweiligen Entartung er-
gibt wieder die Anzahl an Slaterdeterminanten, die zur Konfiguration
gehohren: 9 +5+1 = 15.)

Wir wollen im Folgenden nur die Grundzustandsterme fiir lineare Molekiile
nidher betrachten. Fiir die Serie der homonuklearen Molekiile Lis bis Ne, findet
man die in Tablle 6.1 aufgefiihrten Termsymbole fiir die elektronischen Grundzu-
stande.

Dabei gibt der vorangestellte Buchstabe X an, dass es sich um den elektro-
nischen Grundstand handelt. (Fiir angeregte Zustidnde der gleichen Multiplizitit
stellt man die GroBbuchstaben A, B, etc. voran und Zustinden mit anderer Multi-
plizitit die Kleinbuchstaben a, b, etc.) Die Bedeutung des Symmetriesymbols ist
fiir linear Molekiile wie folgt:
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Tabelle 6.2: Spin-Hauptquantenzahl, Erwartungswert des Spin-Quadratoperators
(S?) = (S(S +1)h), Werte der Spin-Nebenquantenzahl, Multiplizitit 25 + 1 und
Bezeichung der Zustinde.

S (S?) Mg Multiplizitit ~Bezeichnung

0 0 0 1 Singulett
172 3/4h —-1/2,+1/2 2 Doublett

1 2h -1,0,+1 3 Triplett
32 15/4h  —3/2,—-1/2,+1/2,+43/2 4 Quartett

2 6h —2,—-1,0,+1,+2 5 Quintett

3, I, A, ...: gibt — analog zu den Symbolen fiir Orbitale — den Betrag der
Drehimpuls-Nebenquantenzahl M| (oder |Lz|) an (fiir Mehrelektronen-
zustinde werden GroBbuchstaben verwendet, fiir Orbitale die Kleinbuch-
staben o, T, etc.).

ZIML:07 HSMLZZE]_, AIMLZZIZQ,

g/u: Symmetrie bzgl. Inversion (Punktspiegelung) am Schwerpunkt
(gerade/ungerade)

+/—: Symmetrie bzgl. Spiegelung an einer (beliebigen) Spiegelebene, die die
Molekiilachse enthilt; wird nur fiir >-Zustédnde angegeben:

+ fiir die Besetzung o' und alle vollbesetzten Niveaus wie o2, 7, 64, ...

— fiir halb-besetzte entartete Niveaus mit je einem Elektron in jedem der
beiden Orbitale wie: 71 72 |, 61,01, ...

1,3,...: der linke obere Index gibt die Multiplizitit (25 + 1) an

Zur Multiplizitdt und zum Symmetrieverhalten tragen nur teilweise besetz-
te Schalen bei. Alle vollstindig besetzten Schalen werden bei allen Symmetrie-
operationen des Molekiils auf sich selbst abgebildet (sind “total symmetrisch™).
Fiir alle geschlossenschaligen linearen Molekiile ist der Grundzustand daher !X,
Aber wie findet man den Grundzustand und das zugehorige Termsymbol fiir of-
fenschalige Molekiile (Radikale)? Dazu miissen wir verstehen, welche Zustinde
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aus einer Konfiguration enstehen und wie deren energetische Reihenfolge ist. Dies
soll im Folgenden am Beispiel des Sauerstoff-Diradikals betrachtet werden.

6.4.1 Teilweise gefiillte Energieniveaus: das O,-Molekiil

Wir miissen dazu nur die Elektronen in der unvollstingig besetzten 17 -Schale
betrachten:

2

e die Grundzustandskonfiguration ist : ... 7,

e zu dieser Konfiguration gibt es 6 Slaterdeterminanten:

f Py ety ey ey

Ty T—q 41 T Ty T—q 41 T Ty T—q 41 T

|67, Pna)s 105,00 ), 160,,00 ), 100,05 ), 107,,97.,), |97, ¢x )

Diese Slaterdeterminanten kann man in einer Tabelle eintragen, deren Spal-
ten die Z-Komponente des Bahndrehimpulses und deren Zeilen die Z-Kom-
ponente des Spins angeben.

Mp=+2 | Myp=0 | Mp=-2

Mg =+1 ’¢7r+1 >
Ms= 0 |¢Tr+1 Tf+1> :Zﬂﬂ i |¢g—1¢£—1>
MS =-1 |¢7r+1 >

Wir beginnen bei den Slaterdeterminanten (SDs) mit den maximalen Betra-
gen der Nebenquantenzahlen |M | bzw. |Mg|:

e Die beiden SDs ¢ ¢ ) und |¢%  ¢7 ) zu Mj, = £2 miissen zu einem
A-Zustand gehoren. Da dies die einzigen SDs zu diesen M -Werten sind
und fiir beide Mg = 0 ist, muss es sich um einen Singulett-Zustand und
damit insgesamt um ' A-Zustand (zweifach entartet; M = —2, +2; Mg =
0) handeln.
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e Die beiden SDs [¢3  ¢¥ ) und |¢7 7 ) zu Mg = £1 miissen zu einem
Triplett-Zustand gehoren (eine hohere Multiplizit'at kann nicht vorliegen,
da wir keine SDs mit |Mg| > 1 haben). Da es zu Mg = +1 nur SDs
mit M = 0 gibt, miissen sie zu einem >~ -Zustand (rechter oberer Index
— wegen der Besetzung 77!, s.0.) gehoren. Es handelt sich also um
Wellenfunktionen mit Mg = +1 bzw. Mg = —1 eines >~ -Zustandes zu
dem noch eine dritte Wellenfunktion mit Mg = 0 gehort.

e Esbleiben zwei SDs mit M, = 0 und Mg = 0 iibrig; eine Linearkombinati-
on davon muss zum Y ~-Zustand gehoren, die andere kann nur noch zu ei-
nem 'Y ~-Zustand gehdren. Zum Triplett-Zustand gehort eine Wellenfunk-
tion, die einen symmetrischen Spin- und einen antisymmetrischen Raumteil
hat. Beim Singulett-Zustand ist der Raumteil symmetrisch und der Spin-Teil
antisymmetrisch:

W19 = L (60()6n) — 0(M)on() 63D
x(a(1)8(2) +a(2)8(1))

I (102,00 + 107,002 (632)

(Raumteil antisymmetrisch, Spinteil symmetrisch)

Uig (12) = 5 (0nn (F)0n () + 6r ()0, (7)) (6:33)
x(a(1)B(2) - a(2)5(1))

= S5 (lema0n) —102,02.)) (6.34)

N —

(Raumteil symmetrisch, Spinteil antisymmetrisch)

Man erhilt folgende drei Zustinde (Energieniveaus oder Terme) zur Grundzu-
standskonfiguration von O:

e 'A zweifach entartet
e 33~ dreifach entartet

e 'Y~ nicht entartet



140 KAPITEL 6. MEHRELEKTRONENSYSTEME

Der beiden Triplett-Wellenfunktionen mit Mg = £1 unterscheiden sich von der
Triplett-Wellenfunktion fiir Mg = 0 in GI. (6.31) nur im Spinteil, die Raumanteile
sind gleich:

Vo =(1,2) = lon,,¢0,) (6.35)

= (000 (7) =~ 0073)0(73) a(1(2) 636

Vo™ (L2) = |97, 97,) (6.37)
1

= 5 (0)6(7) = 01u()0n (7)) H1A(2) (638)

Die beiden Wellenfunktionen fiir den ! A-Zustand haben ebenso wie die Wellen-
funktion des '~ -Zustandes einen symmetrischen Raum- und einen antisymme-
trischen Spinteil:

W2 = 65,,45,)) (6.39)
- |

= 0e(M)0r (7)) (a(1)5(2) ~ a(2)5(1) 640)

VT2 = 1of,er, ) (6.41)
S |

= 9r ()00, () 5 (a()5(2) — a(2)5(1)) 642

Wie ist die energetische Reihenfolge der Zustinde?

Um diese Frage zu beantworten betrachten wir die Erwartungswerte des Hamilton-
Operators. Da wir uns nur fiir die Energie-Unterschiede zwischen den drei Zu-
stinden 'A, 33~ und 'Y~ interessieren, lassen wir die Elektronen in den tieferen
Molekiilorbitalen, die in allen betrachteten Slaterdeterminanten immer doppelt be-
setzt sind aufler Betracht. Als Abkiirzung fithren wir ein:

1 .z
W) =—=A-Y 24 __ (6.43)
" 2 ; |7 — Ry
Zu7
Vyy =——fB (6.44)
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Damit erhalten wir fiir den Y~ -Zustand:
BPS] = (og,00, |A]65,,05,)
— Vi +/¢m () brs (7 dr+/<z>,r (Ph(Fée (Pdr (645)

//</57r+1 or )|ﬁ a|¢w+1( 71)$r_, (75)dT1dT)

r —
R3 R3
}'
//(bﬂ'-u )‘T 7 ¢7r 1( 1)¢W+1<F2)d71d72
Rs R3 1=
K

und fiir den 'Y~ -Zustand:

Bl = (el - (oot ) ( lo2on) - los0L,) )
_ VNN+/¢M G F)d7+/¢,r (A7), (F)dr (6.46)

//@m () m——=70n,, (1), (T2)dTidTs
|7“1— 5|

R3 R3

7
[ [ 000 () 0 s, (i
2 2 1= T2

K

Dabei sind die beiden Integrale:

0 “Coulomb-Integral”
0 “Austausch-Integral”

(AVARAY

J

K

und daher E['Y7] > E[*Y7]. Im Triplett-Zustand, dessen Raumteil antisymme-
trisch unter Vertauschung der beiden Elektronenkoordinaten ist, kommen sich bei-

den Elektronen weniger Nahe als im Singulett-Zustand. Wie man durch Einset-
zen in die Glgn. (6.31) und (6.33) sieht, wird der antisymmetrische Raumteil der
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Triplett-Wellenfunktion Null fiir 7} = 75, wihrend die symmetrische Singulett-
Wellenfunktion einen endlichen Wert ## 0 annimmt. Dadurch ist die gegenseitige
eletrostatische AbstoBung der beiden Elektronen im Triplett-Zustand geringer als
im Singulett-Zustand. Allgemein gilt:

1. Hundsche Regel: (Regel 6.3) Bei gleicher Orbitalbesetzung ist die Ener-
gie umso niedriger, je grofler die Multiplizitiit (bzw. der Gesamtspin) ist.

Fiir den ' A-Zustand ist der Erwartungswert des Hamilton-Operators:

E[A] = (g2 ¢8| M| o2 ) =2 / 6o (h(Ppm, (Pdr (6.47)

1— T2

+VNN+//¢7r+1 7r+1 )|7—,» 7 ¢ﬂ'+1( 1)¢7T+1(F2>d7—1d7-2

RS R3

~~
J

Das !A-Energie-Niveau liegt also zwischen den 3Y~- und *¥~-Niveaus. Allge-
mein gilt:

2. Hundsche Regel: (Regel 6.4) Bei gleichem Spin gilt fiir Elektronen in ent-
arteten Orbitalen: die Energie ist umso niedriger, je grosser der Gesamtdre-
himpuls L (Atome) bzw. M, (lineare Molekiile) ist.

Physikalisch kénnen wir die 2. Hundsche Regel folgendermassen verstehen:
bei maximalen L (Atomen) bzw. M/, (lineare Molekiile) kreisen die Elektronen
mit gleichem Drehsinn um den Kern bzw. die Molekiilachse und kommen sich
daher seltener nahe, als wenn sie in entgegen gesetzter Richtung kreisen.

Die Aufspaltung aufgrund der Unterschiede in der Multiplizitit (1. Hundsche
Regel) zwischen den Singulett- und Triplett-Zustédnden ist ungefdhr doppelt so
groB wie die Aufspaltung zwischen den 'X~- und 'A-Zustinden aufgrund der
Unterschiede im Drehimpuls (2. Hundsche Regel).



6.5. METHODEN FUR MEHRELEKTRONENWELLENFUNKTIONEN 143

E

A le —

re e - .. ) ~5000 cm™!
Man erhilt fiir die Zustinde von O,, die zu

der Konfiguration . .. ™ gehdren, drei Nive- 1 A,
aus mit der energetischen Reihenfolge: ;

3y — 1 11— -1
Y, < A, <X ~13000 cm

6.5 Methoden zur Berechnung von Mehrelektronen-
wellenfunktionen

Mit Slaterdeterminanten lassen sich nicht nur einfache Nédherungen fiir Mehr-
elektronenwellenfunktionen formulieren, sie werden auch als Basisfunktionen fiir
Mehrelektronenwellenfunktionen in genauen quantenchemischen Rechenverfah-
ren verwendet.

D ) (6.48)

WP = iy | (6.49)

Bei Verwendung hinreichend vieler Slaterdeterminanten lisst sich damit im Prin-
zip die elektronische Schrodingergleichung beliebig genau 16sen. Jedoch wéchst
der Rechenaufwand mit der Anzahl der verwendeten Determinanten und der An-
zahl der Atome und Elektronen im Molekiil sehr schnell an. Dies fiihrte zur Ent-
wicklung verschiedener quantenchemischer Methoden, die auf unterschiedliche
MolekiilgroBen, Genauigkeiten und Bindungsverhiltnisse spezalisiert sind:

e Hartree-Fock-Selfconsistent-Field-Methode (HF-SCF):

— Wellenfunktionsansatz: eine Slaterdeterminante

— die MOs werden werden durch Minimierung der Energie bestimmt
(Variationsprinzip und LCAO-Ansatz)
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e Konfigurationswechselwirkungsmethode (CI):
— Wellenfunktionansatz: eine Linearkombination von Slaterdeterminan-
ten, U = >~ ¢, 0P

— die Koeffizienten ¢; werden durch Minimierung der Energie bestimmt
(Variationsprinzip)

— die Orbitale werden aus einer vorangegangen Hartree-Fock-Rechnung
itbernommen

o Mgller-Plesset-Storungstheorie (MP2, MP3, MP4, etc.):

— Wellenfunktion wird als Linearkombination von SDs angesetzt

— die Entwicklungskoeffizienten werden “storungstheoretisch” iiber ei-
ne Reihenentwicklung von Wellenfunktion und Schrodingergleichung
bestimmt (Details siehe 5. Sem.)

e Coupled-Cluster-Methoden (CC):
— Wellenfunktion wird als eine nichtlineare Kombination von SDs ange-
setzt
— die Entwicklungskoeffizienten werden durch Losen einer projezierten
Schrodingergleichung bestimmt. (Siehe Vorlesung im 5. Sem.)

e Dichtefunktionaltheorie (DFT):

— Es wird wie beim HF-SCF nur eine Slaterdeterminante verwendet,
aber anstatt des Erwartungswertes von H wird ein empirisch bestimm-
tes Energiefunktional, das von der Elektronendichte abhingt, mini-
miert. (Siehe Vorlesung im 5. Sem.).

6.5.1 Beispiel: Hartree-Fock-Self-Consistent-Field

Bei der Hatree-Fock-Self-Consistent-Field (HF-SCF) Methode wird die Wel-
lenfunktion als eine einzelne Slater-Determinante angesetzt und die LCAO-Ko-
effizienten der Molekiilorbitale durch Minimierung der Gesamtenergie bestimmt
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(Variationsprinzip!). Wir schreiben dazu den elektronischen Hamilton-Operator
fiir ein Molekiil als:

R

r
i At

1<j Tij A<B

} + Z — + Z ZaZp (6.50)
H—’

fz(z’) VN

Fiir den Energie-Erwartungswert einer Slater-Determinante, die aus orthonormier-
ten Molekiilorbitalen aufgebaut ist, erhilt man:

E[USP] = (USP|g|w5P) (6.51)
= > (Wlhlen) + Vin (6.52)

k

+2 ( Q/’W”_Wk?/’ﬁ <¢kwl|r_12|wl¢k>)

k<l

wobei die Summen iiber alle besetzten Molekiilorbitale k& bzw. alle Paare k < [
besetzter MOs laufen und die “Ein”- und “Zweielektronenintegrale” definiert sind
als:

(Wrlhlvr) = / Yr(DA(1) (1 )dﬁ (6.53)
(il lmin) = | / V) gy V) (D iy 659

1_2

Beachte: die Integration geht iiber die riumlichen Koordinaten und den Spin; wo-
bei die “Spinintegration” mit Hilfe der einfachen Regeln («|a) = (5]5) = 1 und
(Blay = (a|B) = 0 ausgefiihrt wird.

Fiir die Molekiilorbitale wird ein LCAO-Ansatz gemacht:

N
1)) cuu(i) mito =a,3 (6.55)
pn=1

Dabei verlangen wir als Randbedingung das die MOs orthonormal sind, da wir
dies im Ausdruck fiir den Energieerwartungswert in Gl. (6.51) ausgenutzt haben:

(Vilahs) = by (6.56)
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Um diese Randbedingungen bei der Minimierung zu beriicksichtigen verwenden
wir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren:

LIS = B+, (¢wils) - 3y 6.57)

Bedingung fiir ein Minimum ist, dass alle ersten Ableitungen nach den gesuchten
Koeffizienten c,, Null sind:

dL[WSP]

J =0 fiir alle Koeffizienten c,,; aller besetzten Spinorbitale (6.58)
Cui

Wegen der Beitridge aus der Elektron-Elektron-Wechselwirkung, die in den Inte-
gralen Produkte aus vier Molekiilorbitalen enthalten, erhélt man nichtlineare Glei-
chungen fiir die Koeffizienten der ¢;, die durch iterative Verfahren gelost werden
miissen. Auf Rechnern konnen diese Gleichungen jedoch heute fiir Molekiile mit
mehreren 100 Atomen und einigen 1000 Orbitalen gelost werden.



Kapitel 7

Dreizentren-Bindungen und
hypervalente Verbindungen

Im diesem Kapitel werden zwei bei mehratomigen Molekiilen gelegentlich auf-
tretende Situationen betrachtet, die mit einfachen Lewis-Strukturformeln und der
Oktett-Regel nicht so einfach zu erklédren sind.

7.1 Bindungsordnung und Populationsanalyse
im Hiickel-Modell

Auf Seite 92 haben fiir qualitative Abschitzungen der Stérke einer Bindungs die
Bindungsordnung eingefiihrt, die wir als ein halb mal die Differenz zwischen der
Anzahl der Elektronen in bindenden und antibindenden Orbitalen definiert haben
(vgl. Gl. 4.74). Diese Klassifizierung liefert eine Abschitzung der Bindungsstér-
ke, die auf der Basis von Lewis-Strukturformeln oder MO-Diagrammen gemacht
werden kann ohne Orbital- oder Bindungsenergien ausrechnen zu miissen.

Diese sehr grobe Abschitzung beriicksichtigt jedoch nicht die unterschiedli-
che Stirke verschiedener Bindungen, wie z.B. zwischen der ringformigen und der
linearen Anordnung von Hj, die wir in Abschnitt 4.8 betrachtet hatten. Fiir Mo-
lekiile, fiir die die Hiickel-Ndherung (s. Abschn. 4.5.5) verwendet werden kann,
konnen wir die unterschiedliche Stirke von Bindungen iiber die Orbitalenergien
quantifizieren, aus denen wir nidherungsweise die Bindungsenergien abschitzen
konnen als:

AFHickel _ ( Z nm) — Nyjeo -0 = Z n;(e — a) (7.1

1€0cC 1€0cc

147
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wobei ¢; die Orbitalenergien und n; die Besetzungszahlen (0, 1, 2) der Molekiilor-
bitale sind und N ist die Anzahl an (Valenz-)Elektronen. Fiir eine Bindung
zwischen zwei Zentren mit einem Elektronenpaar (H; oder H,C=CH,) erhélt man
im Hiickel-Modell als Bindungsenergie 23. Wir konnen diese Bezugsenergie dazu
verwenden, um aus der Bindungsenergie eine Bindungsordnung zu berechnen, die
ein genaueres MaB fiir die Bindungsstérke ist, als die Bindungsordnung, die als
Differenz der Elektronenpaare in bindenden und in antibindenden Molekiilorbita-
len berechnet wird. Wir berechnen daher die Bindungsordnung fiir das Hiickelm-

odell als:

. A EHiickel
B.Q Hickel _ ——B (7.2)

20
Die Orbitalenergien der energetisch tiefsten MOs in Hs sind 23 bei einer ring-
formigen und /20 bei einer linearen Geometrie. Bei einer Besetzung mit zwei
Elektronen in H3 erhiilt man damit Bindungsenergien von 43 (3-Ring) und 2.83
(3er-Kette) bzw. Bindungsordnungen von 2 und 1.4.

Neben der Stirke von Bindungen ist fiir die chemischen Eigenschaften von
Molekiilen auch wichtig, wie sich die Valenzelektronen auf die an den Bindun-
gen beteiligten Atome verteilen. Mit einem LCAO-Ansatz und einer einzigen Sla-
terdeterminante als Ansatz fiir die Mehrelektronenwellenfunktion erhilt man die
Elektronendichte am Ort 7~ als:

) — Zw ) = Z(Z Cu)ouliT o) (1)

puv =1

= ZDW% o (7) (74)

wobei v; die Molekiilorbitale, ¢, die Atomorbitale und C,; die Koeffizienten des
1-Molekiilorbitals sind. Die Matrix

N
= > CCy (7.5)
=1

bezeichnet als Dichtematrix. Die Gesamtzahl der Elektronen im System erhilt
als Integral der Elektronendichte {iber den gesamten Raum:

N = / (7)dr® ZDW / Su(F) Gy (F)dr® = > DSy (7.6)

R3 vH
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Innerhalb des LCAO-Ansatzes kann man nun ndherungsweise die Elektronen auf
die einzelnen Atomorbitalen aufteilen:

q,il = ZD}U/SV/L (7.7)

Man bezeichnet diese Art der Zuordnung als Mulliken-Populationanalyse (MPA).
Summiert man qu iiber alle Atomorbitale an einem Atom A erhilt man ein Mal}
fiir die Anzahl der Elektronen an diesem Atom:

¢ =Y q (7.8)

HEA

Die Partialladung eines Atoms erhdlt man dann als Differenz zwischen seiner
Kernladung und ¢4:

qA:ZA—qill. (79)

Bei der MPA handelt es sich um ein qualitatives Konzept. Die so berechneten
Ladungen sind keine obserablen Groflen und sollten nur zur Erkldrung oder Vo-
hersage von Trends verwendet werden.

Das Allyl-Anion C3H, (Beispiel 7.1) Wir betrachtet das m-System des Allyl-Anions,
[CHyCHCHs| ™. In der Hiickelniherung erhalten wir fiir die Koeffizienten der -
Orbitale die gleichen Ergebnisse wie fiir die Orbitale des linearen Hs:

1 1 1 1

1 1
@/1115 \{5 ?/)QZE _01 20335 —1/5

Im Allyl-Anion sind die beiden ersten MOs jeweils doppelt besetzt. Man erhiilt die
Verteilung:

MO C G, Gy
U, 14 12 1M
U, 12 0 12
U, 14 12 1M
o 32 1 32
qu -2 0 -172

SN NS

Da wir nur m-System betrachten miissen wir bei der Berechnung der Partialladung
der C-Atome jeweils noch eine Ladung von —5 fiir zwei Core-Elektronen und
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E A A E
20
a — ﬁ — — 9
1e/
(Y = — — (Y
lo,
loy
o+ 20 = 1—/
ay
3-Ring 3er-Kette

Abbildung 7.1: Orbitalenergien in der Hiickel-Nédherung fiir einen Dreiring (links)
und einer Dreierkette (rechts).

drei Valenzelektronen in o-Orbitalen abziehen. Damit erhdlt man die der oben
stehenden Tabelle mit qa bezeichneten Zeile angegebenen Ergebnisse.

Die Gesamtladung von —1 ist demnach je zur Hdilfte auf die beiden Endatome
verteilt, wihrend das mittlere Atom ungeladen ist.

7.2 Drei Atome: Ring oder Kette?

Das einfachste Modell-System fiir eine Dreizentren-Bindung, das Hs-Molekiil,
haben wir schon einmal in Abschnitt 4.8 betrachtet. (Dort als einfachstes Beispiel
fiir Walsh-Regeln.) Sowohl die ringférmige Anordnung auf einem gleichschenke-
ligen Dreieck als auch die lineare Geometrie (3er-Kette) lassen sich sehr einfach
mit dem Hiickel-Modell beschreiben. Wem das Hs;-Molekiil zu Chemie-fremd ist,
kann sich statt dessen die w-Systeme des (CH)3-Rings bzw. der H,C-CH-CHs-
Kette vorstellen. Im Rahmen des Hiickel-Modells erhélt man hierfiir die gleichen
Ergebnisse fiir die Orbitalenergien und Koeffizienten der MOs wie bei Hg (nur das
die m-Systeme Linearkombinationen von p.-AQOs der C-Atome sind, wihrend die
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Tabelle 7.1: Vergleich zwischen einer Zweizentren-Zweielektronen-Bindung und
einer ringformigen bzw. einer linearen Dreizentren-Bindung im Rahmen des
Hiickel-Modells.

2-Zentren 3-Ring 3er-Kette
Hf H, Hf H; Hj H H; Hy
A piickel 8 20 46 38 20 288 288 2.883

AEEXP' (kJ/mol) 260 430 900

B.O. ges. 05 1 2 15 1 14 14 14
B.O./Bindung 05 1 2/3 05 13 1/vV2 1/vV2 1/V2

MOs von Hj aus den s-Orbitalen der H-Atome aufgebaut sind).

In Abbildung (7.1) sind noch einmal die Ergebnisse fiir die Orbitalenergien
zusammengefasst. Fiir eine ringformige Dreizentren-Bindung aus drei gleichar-
tigen Orbitalen erhilt man ein sehr stark bindendes (Energie a + 2/3) und zwei
antibindende (Energie oo — 3) Molekiilorbitale. Im linearen Fall dagegen ein bin-
dendes, ein nicht-bindendes und ein anti-bindendes Molekiilorbital mit Energien
von « + \/§ﬁ ,aund o — \/Qﬁ. Dieser Unterschied fiihrt dazu, das, abhéngig von
der Anzahl der Elektronen in diesen Bindungen, mal die ringférmige und mal die
lineare Geometrie energetisch giinstiger ist. Diesen Unterschied kann man iiber
die Gesamtbindungsenergie oder Bindungsordnung, quantifizieren, die wir in der
Hiickeln@herung, wie im letzten Abschnitt beschrieben, berechnen konnen.

Tabelle 7.1 zeigt eine Ubersicht der Ergebnisse fiir Hj, H3 und Hy jeweils
in der ringférmigen und linearen Geometrie im Vergleich zu Hy und H . Wir er-
halten fiir eine Besetzung mit zwei Elektronen (H3 bzw. das Cyclopropyl-Kation
(CH)7) eine Gesamtbindungsordnung von 2, wihrend fiir eine lineare 3er-Kette
die Bindungsordnung nur 1.4 wire. Bei Besetzung mit zwei weiteren Elektronen
sinkt jedoch fiir den Ring die Bindungsordnung auf 1 wihrend bei fiir der linearen
Geometrie unverindert bleibt, da dort ein nicht-bindendes Molekiilorbital besetzt
wird.
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Regel 7.1 Fiir eine Zweielektronen-Dreizentren-Bindung wird eine gewinkel-
te/ringformige Bindung bevorzugt, da diese Geometrie zur grofsten Stabilisie-
rung des besetzten bindenden MOs fiihrt.

Fiir eine Vierelektronen-Dreizentren-Bindung wird eine lineare Geometrie be-
vorzugt, da hier zwei Elektronen von einem nicht-bindenden MO aufgenom-
men werden konnen, und somit kein anti-bindendes MO besetzt werden muf3.

Dreizentren-Bindungen lassen sich mit Lewis-Strukturformel nicht gut ver-
stehen, da man sie nicht durch Elektronenpaare darstellen kann, die Bindungen
zwischen jeweils zwei Atomen beschreiben.

Fiir Vierelektronen-Dreizentren-Bindungen ist die B.O. pro Bindung mit ~
0.7 relativ gering. Zieht man in Betracht, daf3 in einer 4e~-3-Zentren-Bindung am
Zentralatom nur etwa 1 e~ an den Endatomen jedoch je 3/2e™ sitzen (vgl. Allyl-
Anion als Beispiel zur MPA), sollten 4e~-3-Zentren-Bindung nur dann stabil sein,
wenn

a) Die Endatome (Liganden) eletronegativer sind als das Zentralatom

b) am Zentralatom zusitzliche AOs (z.B. d-Orbitale) zur Verfiigung stehen, die
das nichtbindende MO stabilisieren konnen.

7.2.1 Beispiele fiir 3-Zentren-Bindungen

Dreizentren-Bindungen spielen eine wichtige Rolle bei der Stabilisierung von z.B.
nicht-klassischen Molekiilen, Elektronenmangel-Verbindungen und von hyperva-
lenten Verbindungen. Wir wollen davon ein paar exemplarische Beispiele betrach-
ten.

Das Carbonium-Ion CHj :
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Die Protonierungsenergie von CHy
CH, + H" — CH; (7.10)

ist mit ~ 450 kJ /mol relativ hoch, da das Kation neben

der rein , klassischen‘ Coulomb-W.W. zwischen H™ und “H
den Bindungselektronen auch durch eine Erhéhung der /
Gesamtbindungsordnung von 4 (in CH, + H™) auf 5 sta- H
bilisiert wird. H
Diboran BoHg:
‘ e Die Gesamtbindungsordnung ist
H . H im Vergleich zu 2 BH3-Molekiilen
R ‘ M. durch die Bildung von zwei linea-
B ~ ren Dreizentren-2e~-Bindungen
H ' ' H statt zweier Zweizentren-2e” -
‘ Bindungen um 0.8 erhoht.

e Die Reaktionsenergie fiir die Dimerisierung 2BH; — BsHg ist mit ~
150 kJ /mol allerdings deutlich geringer als fiir die Protonierung von CH,4
zum Carbonium-Ion, da nun keine Kationen beteiligt sind.

Lineare Molekiile mit 16 Valenzelektronen: CO;, N5, N,O, CS,, . ..

Diese Molekiile sind stabiler als man aufgrund der Lewis-Strukturformeln erwar-
ten wiirde, da sie m-Systeme mit 4-Elektronen-3-Zentren-Bindungen in den 7,-
und den 7,-Orbitalen haben.
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e 4 Valenz-0-MOs (zwei davon bindend und
| A B C | zwei davon nicht-bindend) mit 8 Elektro-
nen (Bindungsordnung des o-Gertists: 2)

e je 3 m, und 7, AOs, diese geben jeweils:

— 74 bindend

— m, nichtbindend

- 7T; antibindend

e 7, und 7, sind jeweils vollbesetzt mit je 4
Elektronen

e m-Bindungsordnung: 4x0.7
e Gesamtbindungsordnung: 4.8
(vgl. Lewis-Strichformeln: 4)

e Ladnungsverteilung:

— 30- + 37w-Elektronen an A,C

— 2¢- + 2m-Elektronen an B
Die erhohte Aufenthaltswahrscheinlichkeit der w-Elektronen an den Endato-
men fiihrt dazu, dass fiir alle linearen dreiatomigen Molekiilen mit 16 Valenz-
elektronen die Strukturen stabiler sind, bei denen das elektropositivere Atome in
der Mitte positioniert ist, wie z.B. in N=N=0 (statt N=0O=N) oder O=C=0 (statt
0=0=0).

Hypervalente Verbindungen: XeF,, PCI3F,

4-Elektronen-3-Zentren-Bindungen aus einem p.-Orbital des Zentralatoms und
o-Orbitalen der “Liganden” stabilisieren auch hypervalente Verbindungen wie
z.B. XCFQ, PC13F2

a1 2 1 2 e 0, bindend
.‘ .‘ e o, nicht-bindend

o o < [ 3 e o anti-bindend



7.2. DREI ATOME: RING ODER KETTE? 155

T P—k
Ml \ \Wi H.m”'””“' v /

F' A \F XF/,A F \F
Abbildung 7.2: Berry-Pseudorotation am Beispiel des PF;. Da keine Bindun-
gen gebrochen werden ist die Barriere zwischen zwei (dquivalenten) trigonal-
bipyramidialen Gleichgewichtsstrukturen relativ gering. Im PF; ist die Barrier
AFE =~ 10-30 kJ/mol, was dazu fiihrt, dass der Austausch bei Raumtemperatur
so schnell stattfindet, dass alle F-Atome chemisch dquivalent sind und z.B. im
NMR-Spektrum als ein gemeinsamer Peak erscheinen.

Sind das bindende o0~ und das nichtbindende o,-Orbital jeweils doppelt besetzt
hilt sich etwa eines der vier Bindungselektronen am Zentralatom und jeweils 3/2
Bindungselektronen an jedem der beiden Endatomen auf. Diese Ladungsvertei-
lung erkldrt warum bei PCI3F; die elektronegativeren F-Atome die axialen Posi-
tionen einnehmen, wéhrend die Cl-Atome an den dquatorialen Positionen sitzen.

Man erhiilt als Struktur eine trigonale Bipyrami-
g de mit Dg,-Symmetrie. Die Beteiligung von d-
Orbitalen ist zur Erkldrung dieser hypervalenten
Verbindungen nicht nétig.

Cl

Sitzen gleiche Atome auf dquatorialen und axialen Positionen, wie z.B. im PF5,
gibt es einen Austausch zwischen den Atomen auf den dquatorialen und axialen
Positionen ohne das dazu Bindungen gebrochen werden miissen. Es reichen re-
lativ kleine Auslenkungen der Atome aus den Gleichgwichtspositionen aus um
von einer trigonal-bipyramidialen Struktur in einer andere trigonal-bipyramidiale
Struktur zu wechseln. Diese als Berry-Pseudorotation bezeichnete Bewegung ist
in Abbilund 7.2 dargestellt.



Kapitel 8

Lokalisierte MOs und
Hybridorbitale

8.1 Kanonische Molekiilorbitale

In den vorangegangen Kapiteln haben wir Bindungen in mit Molekiilorbitalen
(MOs) beschrieben, die (ndherungsweise) Eigenfunktionen eines Hamilton-Ope-
rators fiir Elektronen im Feld der Atomkerne und evtl. der iibrigen Elektronen
sind. Die Molekiilorbital, die man so erhilt bezeichnet man auch als kanonische
Molekiilorbitale. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass

e sie (ndherungsweise) Eigenfunktionen eines Hamilton-Operators sind und
damit Einelektronen-Energieniveaus entsprechen:

— Zu jedem Orbital gehort eine Orbitalenergie (Eigenwert des Hamilton-
Operators).

— Man kann mit den Orbitalenergien MO-Diagramme konstruieren mit
deren Hilfe man die Energien verschiedener Ladungszustinde oder
auch von elektronisch angeregte Zustdnde abschitzen kann.

e sie immer auch Symmetrie-Orbitale sind, das heifit sie sind z.B. symme-
trisch oder antisymmetrisch bzgl. Spiegelebenen, Inversionszentren oder
Drehachsen,

e sind héufig tiber das gesamte Molekiil delokalisiert,

e konnen in mehratomigen Molekiilen oft nicht auf einfache Weise Bindun-
gen in Lewis-Formeln zugeordnet werden.

156
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H
-
[\

Abbildung 8.1: Kanonische Molekiilorbitale von Methan und ihre Zusammen-
setzung aus den Atomorbitalen des C- und der H-Atome. Obere Reihe: die 2s-
und drei 2p-Orbitale des C-Atoms. Mittlere Reihe: an die Tetraedersymmetrie
(Punktgruppe 7};) symmetrie-adaptierte Linearkombinationen der 1s-Orbitale der
H-Atome. Untere Reihe: Die vier bindenden MOs, die aus diesen AOs entstehen:
ein nicht-entartetes MO ohne Knoten (2a;) und drei entartet MOs (1¢5) mit jeweils
einem Knoten. (Nicht gezeigt ist das aus dem 1s-Orbital des C-Atoms enstehende
nichtbindende 1a; MO und die vier antibindenden MOs.)

MOs in Methan (Beispiel 8.1) Fiir das tetraedrische Methan-Molekiil, CH,, er-
héilt man wie in Abb. 8.1 gezeigt, vier bindende Molekiilorbitale, die alle vier iiber
alle fiinf Atome des Molekiils delokalisiert sind und die Tetraeder-Symmetrie des
Molekiils widerspiegeln. Diese MOs verteilen sich auf ein nicht entartetes (2a;)
und ein dreifach entartetes Energie-Niveau (1t,) wie dies im MO-Diagramm in
Abb. 8.2 dargestellt ist. Diese Energie-Niveaus werden experimentell in Photoio-
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nisierungsspektren beobachtet. Hier erhdlt man fiir Methan zwei lonsierungsener-
gien bei =~ 13 €V fiir die lonsierung eines Elektrons aus einem der drei entarteten
1to-Orbitale und ~ 24 €V fiir die lonisierung aus dem 2a,-Orbital.

/ * o\
;2 N\

H-Atome 2aq C-Atom

Abbildung 8.2: MO-Diagramm fiir das Methan-Molekiil CH,. (Nicht gezeigt ist
das MO 1lay, das dem 1s-Core-Orbital des C-Atoms entspricht.)

8.2 Lokalisierte Molekiilorbitale

Die Mehrelektronenwellenfunktionen von Molekiilen schreiben wir als Slaterde-
terminanten (oder Linearkombinationen von Slaterdeterminanten), in deren Zeilen
wir die besetzten Molekiilorbitale eintragen:

Y1) ¥(2) ... i(n)
\IJSD(l,...,...,n):\/—ln_' (1) %2(2) W”) (8.1)

Uo(1) Va(2) ... Yp(n)
Dies miissen jedoch nicht notwendigerweise kanonische Molekiilorbitale sein.
Bildet man aus den besetzten kanonischen Molekiilorbitalen neue orthonormale
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Linearkombinationen:

=Y Uy (8.2)
J

und verwendet diese als Eintrdge in der Slaterdeterminante, erhélt man bis auf
einen Phasenfaktor (der keine Rolle spielt) die gleiche Mehrelektronenwellen-
funktion':

USO(1,...,...,n) :% ‘?2“) ~2_<_2) ‘D?F?) (8.3)
Un(1) ¥u(2) ... Ya(n)
Un Ui Uin Yi(1) i(2) Y1(n)
:L Un U Usp, Pa(1) 2(2) Ya(n)
(8.4)
Pi(1) (2) ... i(n)
S Rl L] BT
1 @) a2 . wa(n)
=\USP(1,.. . n) mit \*\ = 1 (8.6)

Dies kann man dazu verwenden um aus den besetzten kanonischen MOs neue
Linearkombinationen zu bilden, die auf moglichst wenigen Atomen lokalisiert
sind und einer Bindung oder einem freien Elektronenpaar entsprechen.

Ob es besser ist kanonische oder lokalisierte MOs zu verwenden hédngt von der
jeweiligen Fragestellung ab. Energieunterschiede, die mit unterschiedlicher Be-
setzung von MOs zu tun haben, wie Ionisierungsenergien, Elektronenaffinititen,
Anregungsenergien, etc. lassen sich mit kanonischen MOs einfacher verstehen.
Bindungsverhiltnisse in groeren Molekiilen lassen sich dagegen einfacher mit
lokalisierten MOs beschreiben, die meist einzelnen Elektronenpaaren in Lewis-
Formeln zugeordnet werden konnen.

ISind die neuen MOs und die kanonischen MOs orthonormal, dann ist U eine unitire Matrix,
d.h. UTU = 1 und daher det U* det U = (det U)*det U = det 1 = 1. Mit A = det U erhiilt
man A*A = 1 oder |A| = 1. Die Determinanten unitirer Matrizen sind komplexe Zahlen mit
Absolutbetrag 1.
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\:O

¢1 ¢2 ¢3
Abbildung 8.3: Die vier dquivalenten lokalisierten Molekiilorbitale @Zl, s @24 des
Methans, die die vier dquivalenten C-H-Bindungen beschreiben.

Lokalisierte MOs fiir Methan (Beispiel 8.2) Fiir das Methan-Molekiil erhdilt
man vier symmetrie-dquivalente lokalisierte Molekiilorbitale, die entlang der vier
C-H-Bindungen ausgerichtet sind, durch folgende Linearkombinationen:

-1
I1 =5 (V201 + Vs + Y1y + V1) 8.7)
-
¢2 :§ <w2a1 + ¢1t2,1‘ - ¢1t2,y - wltg,z> (88)
-1
Bs =3 (Vour = itz + Vi — V) (3.9)
-
Yy =5 (¢2a1 — Y1ty — Vitay + wltg,z> (8.10)

Eine graphische Darstellung der lokalisierten MOs ist in Abb. 8.3 gezeigt. Jedes
dieser vier lokalisierten Molekiilorbitale beschreibt eine C-H-Bindung und kann
direkt einem Elektronenpaar in der Lewis-Formel des CH,

zugeordnet werden.

8.3 Hybrid-Atomorbitale

Insbesondere Hauptgruppen-Elemente bilden sehr hdufig pro ungepaartem Elek-
tron im freien Atom eine Bindung aus (Oktett-Regel). Wobei zu (lokalisierten)
MOs, die o-Bindungen oder sogenannte freie Elektronenpaare (Elektronen in
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nichtbindenden MOs) beschreiben, aus Mischungen von s- und p-Atomorbitalen
bestehen, wihrend zu m-Bindungen meist nur p-Orbitale beitragen. (7-Bindungen,
an denen d-Orbitale beteiligt sind, gibt es nur bei schwereren Elementen.) Man
findet daher immer wieder sehr dhnliche Mischungen aus s- und p-Orbitalen als
Beitrag eines Atoms zu einem lokalisierten MO. Diese Mischungen oder Linear-
kombinationen von Atomorbitalen mit unterschiedlichen Drehimpulsen bezeich-
net man auch als Hybridorbitale. Sie sind nichts anderes als die Beitrige ein-
zelner Atome zu lokalisierten Molekiilorbitalen. In Abbildung 8.4 sind die vier
Hybridorbitale des C-Atoms im Methan gezeigt. Da hier zu allen vier Hybridorbi-
talen das s- und die drei p-Orbitale des C-Atoms beitragen bezeichnet man diese
Orbitale auch als sp3-Hybridorbitale. Weitere hiufig auftretende Mischungen aus
s- und p-Orbitalen sind die sp- (z.B. in H3CCH3, H-F) und sp*-Hybridorbitale
(z.B. in H,C=CH,, BH3).

I Y
i

I B O

Q[ ] ! 1“':S 9 QI 7 I"é
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Abbildung 8.4: Die vier dquivalenten sp-Hybridatomorbitale, die den Anteile der

Atomorbitale des C-Atoms an den C-H-Bindungsorbitalen entsprechen.

o
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Anhang A

Mathematische Ergianzungen

A.1 Punkt- und Kreuzprodukte von Vektoren

Das Punkt- oder Skalarprodukt zweier Vektoren im R? ist definiert als

Qg b,
a-b=|a,| b, | = awbe + ayb, + a.b. . (A.1)
aZ bZ

Das Ergebnis ist eine Zahl (Skalar).
Beim Kreuz- oder Vektorprodukt zweier Vektoren ist das Ergebnis wieder ein
Vektor:

B Qg b, ayb, — a.b,
axb=lay, | x|b, | =|ab,—azb. | . (A.2)
Q b, axby o aybf

Der Ergebnisvektor steht sowohl senkrecht zu @ als auch senkrecht zu b:
(@xb)-d=(@xb)-b=0=a-(@xb)=0b-(axb) (A.3)

Achtung: beim Kreuzprodukt gilt nicht nicht Kommutativgesetz! Werden die bei-
den Vektoren vertauscht, dann dreht sich das Vorzeichen um:

bxd=—axb . (A.4)

Wihrend das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst das Betragquadrat seiner
Linge angibt, ist das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selbst Null:

axa=20. (A.5)

162
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A.2 Nabla- und Laplace-Operator und Ableitun-
gen von Vektoren

Der Nabla-Operator V ist aufzufassen als ein Vektor dessen Komponenten die
Ableitungsvorschriften fiir die drei Raumrichtungen sind:

VAN e (A.6)

Wird der Nabla-Operator V auf eine Funktion V(7) des Ortes angewendet, ist
das Ergebnis ein Vektor, der die als Komponenten die drei Richtungsableitungen
enthdlt:
v
oz
) — | av
VV(r) = 5| (A.7)
v
0z

Wird V dagegen auf einen Vektor angewendet, dann ist das Ergebnis ein Zahl, die
dhnlich wie Skalarprodukt zu berechnen ist:

oG, 0G, 0G.,

V.-G = O + oy + o (A.8)

Der Laplace-Operator A ist das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit sich sel-
ber:

A=V.V=—"t -1+ (A.9)

Wird der Laplace-Operator auf eine Funktion des Ortes angewendet, ist das Er-
gebniss die Summe der zweiten Ableitungen nach den drei Raumrichtungen:

0V 0V 9%V
A = .
Vi) 0x? + 0y? * 022

(A.10)

Bei der Ableitung des Coulomb-Potentials nach dem Ort wird muss 1/|7] — 75|
nach den Komponenten des Vektors 7 abgeleitet werden. Dazu wird |7} — 75|
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zundchst durch die Komponenten der Vektoren ausgedriickt,

|7 — 7| = /(21 — 22)2 + (41 — 92)? + (21 — 22)2 (A.11)

_ 2 2 2\
= ((xl T2)" 4+ (1 — 42)” + (21 22)) (A.12)

die anschliessend Kettenregel verwendet:

T [ L A IR CW E)
= T — X — Z1 — 2 .
oty |F1 — FQ\ o 1 2 Y1 — Y2 1 2
1 -3/2 9 — 2
=3 ((xl —29)* + (y1 — yo)® + (21 — 2’2)2> ' @Tlm)
(A.14)
1 2 2 2\ 32
= (@ =)+ =)+ (= 2)?) - 2a - )
(A.15)
S R (A.16)
|7 — 75|
Dieses Ergebnis kann nun dazu verwendet werden, um die ﬁlllefa\ zu berech-
nen:
0 1 T1 — X2
81’ |F1—F2| ‘Fl_FQ‘S
= 1 0 1 Y1 — Y2 TG — T
Visc——= ===l "= |="5—= Al))
1|7’1—7”2| ay’ﬁ—?”z’ ‘7”1—7"2‘3 7’1—T2|3
o0 1 Y1~V
8Z|771—’f_"2| |771—’f_”2|3

A.3 Vektor- und Hilbertriaume

Vektorriaume, lineare Unabhiingig, Basis

Eine Menge V' von Vektoren wird als Vektorraum bezeichnet, wenn sie die fol-
genden Axiome erfiillt:

1. Es ist eine Additionsoperation “+” definiert und es gilt

e Abgeschlossenheit: fiir alle v, vo € V muss auch v; + v € V sein
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e Assoziativgesetz: (U] + Us) + U3 = Uy + (U + 03)
e Es existiert ein Nullvektor 0 mit 1 + 0 = v, firalle v, € V

e Fiir jedes ; gibt es ein inverses Element —; mit ¢} + (—0) = ¥; —
171 == 0

e Kommutativgesetz: 0; + vy = Uy + 7

2. Es ist die Multiplikation mit Skalaren (Zahlen) definiert und jede Linear-
kombination von Elementen aus V ist auch ein Element von V:

avy + by € V' fiiralle v, € V' und a,b € R oder C  (A.18)

Lineare Unabhiingigkeit von Vektoren

Wenn fiir eine Menge von n Vektoren fiir die Gleichung
01171+02172+...—|—Cnﬁ20

keine andere als die triviale Losung ¢; = 0 existiert, bezeichnet man die n Vekto-
ren ¥y, . .., U, als linear unabhingig (ansonsten als linear abhingig).

Basis fiir einen Vektorraum

In einem Vektorraum der Dimension 7 gibt es hochsten n linear unabhiingig Vek-
toren. Eine solche Menge 7, ..., u, bezeichnet man als Basis. (Beachte: Die
Wahl der Basis ist nicht eindeutig!) Alle Elemente des Vektorraumes konnen als
Linearkombination der Basis ausgedriickt werden:

1
U= Clﬁl‘l‘-.-‘f‘cnﬁn: (’Jl,...,ﬁn)
Cn
Die Koeffizienten ¢y, . .., ¢, bezeichnet man als Komponenten des Vektors ' be-
ziiglich der Basis {1, ..., U, }.
Funktionentriume:

Vektorraume deren Elemente Funktionen sind werden auch als Funktionenriu-
me bezeichnet.
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Hilbertraume:

Hilbertraume sind Vektorraume die zusitzlich zu den Axiomen eines Vektorrau-
mes folgende Kriterien erfiillen:

e Esist ein Skalarprodukt ( f|g) definiert, fiir das gilt:

(FIfY = 0, (f|f) =0nurfirf=0 (A.19)
(floo+g2) = (flor) +(flg=) (A.20)
(flag) = a{f|g) mita € C (A.21)
(flo) = lf)” (A.22)

Zum Beispiel fiir quadratintegrierbare Funktionen:

(flg) = / (7 () dr (A23)

e Esist eine Norm (Linge) definiert:

Al = VAL (A.24)

e Es gilt eine Schwarzsche Ungleichung:

(Aol < 1AL lgll (A.25)

Raume mit diesen Eigenschaften heiflen Hilbertrdume.

A.4 Operatoren

Definition Eine Funktion (Abbildung), die jedem Element f € ) (Definitions-
menge) eindeutig ein g € Y (Wertemenge) zuordnet heil3t Operator:

feQ - Agey (A.26)

In der Quantenmechanik sind Definitionsmenge und Wertemenge meist gleich
(Menge der physikalisch erlaubten Wellenfunktionen).
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Linearitat:
Ein Operator heif3t linear wenn gilt:

A(f+9) = Af + Ag (A.27)

~

Alaf) = dAf aeC (A.28)

Alle Operatoren, die physikalische Groen representieren, sind linear.

Beispiele fiir Operatoren:

~

e Multiplikative Operatoren: G = G(7)

g(f) = Gf = G(Mf({F)

¢ Differentialoperatoren: D, = %,
92
oz
V = a% (Nabla-Operator)
9
0z

A = 53_:52 + 83—;2 + 88—222 (Laplace-Operator)

of
ox
s = P}
gir) = Vf=| §

of

0z
Pf  0*f  O*f

~ pu— A p—

9(7) / 0x? + 0y? + 022

e Integraloperatoren: K (7, 5) = [ d®s K (7, )
o) = K = [ KE5E s

Rechenregeln:

e Summen von Operatoren: C' = A+ B

Cf = Af + Bf (A.29)
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N

e Produkte von Operatoren: C' = A-B

N

Cf = A(B f) (A.30)

A (B f ) bedeutet die Hintereinanderausfithrung (Verkettung) im Sinne von

Abbildungen. D.h. es wird zuerst B auf f angewendet und dann A auf das
Ergebnis von Bf.

e Assoziativgesetz:
ABC = (AB)C = A(BC) (A31)
e Distributivgesetz:
(A+B)C = AC+BC A(B+C) = AB+AC (A3
Beachte: Im allgemeinen gilt kein Kommutativgesetz!
AB + BA (A.33)

Beispiel: © = x, D, = 4

Demnach ist:

Die Differenz [A, E} — AB — BA bezeichnet man als Kommuator von A mit B.

Hermitesche Operatoren: der zu einem Operator A hermitesch adjungierte
Operator AT wird definiert durch:

(ATflg) = (f|Ag) (A.34)
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Aus den Eigenschaften des Skalarproduktes (f|g) folgt (ohne Beweis):

(AT>T — A (A.35)

Wenn gilt

(flAg) = (Aflg) V.9 (A.36)
dann ist AT = A und heiBt A hermitesch oder selbstadjungiert.
Ist AT = — A heiBt A antihermitesch.

Sind A, B hermitesch so sind auch alle Linearkombinationen a A+bB mit a,beR
hermitesch (jedoch nicht wenn a, b komplex). Aber: Produkte hermitescher Ope-
ratoren AB sind im allgemeinen nicht hermitesch:

(flABg) = (B'Alflg) = (BAflg)
Nur wenn zusitzlich auch gilt, daf AB = BA, ist auch AB hermitesch:

(flABg) = (BAflg) = (ABf|g)

Beispiele:

e Ortsoperator:

= [ (F10) 9 = gy a3

Dies gilt fiir alle multiplikativen Operatoren, wenn sie reell sind.

e Impulsoperator: p, = 7: ;x

o) = [0 = M) T [ (2 g

~ + [ (5) gar = G1lo (A38)
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A.S [Eigenwerte und Eigenfunktionen
von Operatoren

e Fiir lineare Operatoren sind die Eigenfunktionen nur bis auf eine multipli-
kative Konstante definiert:

AV, = 4, ¥, — A(c\pn> _ an<c‘lfn) (A.39)

e Sind die Eigenfunktionen quadratintegrabel, ist es daher stets moglich die
Eigenfunktionen als normiert, d.h. || f,,|| = 1, zu wiéhlen.

e Existieren zu einem Eigenwert mehrere Eigenfunktionen, so bezeichnet man
diese als entartet. Beliebige Linearkombinationen von entarteten Eigenfunk-
tionen sind wieder Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert

A(cl\lln1+02\lln2> = c1a, ¥y, +c2a,V,, = a, <01\Ilm—|—02\11n2> (A.40)

e Fiir hermitesche Operatoren A sind die Eigenwerte a,, reell und die Men-
ge aller Eigenfunktionen bildet eine vollstindige Basis fiir den zugehorigen
Vektor- oder Hilbertraum (Vollstindigkeitsrelation). Das heift jede beliebi-
ge Funktion aus diesem Raum kann als Linearkombination von Eigenfunk-
tionen dargestellt werden:

() = Y U, (ft) VU (A41)

e Eigenfunktionen zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal zuein-
ander (d.h. (¥,|V,,) = 0 fir n # m). Wihlt man ferner (V,|V,) = 1
erhilt man:

(Tl ®) = D) en(Un|W) = (A.42)

Fiir hermitesche Operatoren deren Eigenfunktionen Elemente eines Hilber-
traumes sind konnen die Eigenfunktionen so gewihlt werden, da} sie eine
vollstiindige orthonormale Basis bilden:

(Un|¥m) = Onm (A.43)
V() = > U (T,[0) VU (A.44)




Anhang B

Erganzungen

B.1 Losung des quantenmechanischen harmonischen
Oszillators

Der Hamilton-Operator fiir den harmonischen Oszillator ist:

- n ¢k
H=———+4-22 B.1
2m dx? * 2" .1
Wir definieren zunéchst als HilfgroBen folgenden zwei Operatoren:
- k h d
by = - — —— B.2
+ 9 x o da (B.2)
i k n h d
_ -4+ ——
2 \/2m dx
Die Bedeutung der Indizes + und — wird weiter unten deutlich werden. Fiir diese
beiden Opeatoren ist:

(B.3)

IR k h d k h d
bib_ = = == = —— B.4
* ( 2$ \/dex)( 2x+\/2mdx> ( )
koo h k(d d n* d
= -—\/z|—2r—2— | ——— B.5
2" V2m V2 (d:vx xdx) 2mdx ®-5)
=1

ko h |k h d ~ h ) [k
= — _— — ————:H—— e e B_
2x 2Vm  2mdx 2w mit @ m (B.6)

171
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Dabei wurde benutzt, dass

d d dx d d
=1 =0

b_by = H+ ~w (B.8)

Die beiden Operatoren l;+ und b_ kommutieren demnach nicht. Es ist:
[6+, 6_] = Z)+[;_ - [A)_l;_’_ = —hw (B9)

Die Gleichungen (B.6) und (B.8) konnen dazu benutzt werden um den Hamilton-
Operator durch b, und b_ auszudriicken:

=boby + 5 =byb —

| &

(B.10)

Hieraus folgen zwei sehr niitzliche Beziehungen:

b, — (6+6_+%>B+ — 6+(6_l§++%> = by (A +w) ®1D

b = (ih, - %)5_ = b (byb- _’%w)

b (- hw) B.12)
Die letzten beiden Gleichungen lassen sich auch ausdriicken als:

[H,b,] = hw (B.13)
[H,b.] = —hw (B.14)

Was hat dies mit der Losung der Schrodingergleichung fiir den harmonischen Os-
zillator zu tun? Dies wird deutlich, wenn wir uns anschauen, was die Operatoren
bJr und b_ mit den Eigenfunktionen von H machen. Dazu nehmen wir an, dass
uns eine Eigenfunktion ¥ von H bekannt wire. Den zugehorigen Eigenwert be-
zeichnen wir mit £, so dass HYU = EV ist. Wendet man die Operatoren b+ und
b_ auf W an, erhilt man zwei neue Funktionen U, = b+\11 und U_ = b_U. Der
Trick bei der Sache ist nun, dass die b+ und b_ so konstuiert wurden, dass diese
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beiden Operatoren wieder Eigenfunktionen von H sind, wie wir durch Einsetzen
in die Schrodingergleichungen feststellen:

HY, = H(b V) = by (H + hw)¥ = (b, V) (E + hw) = (B + hw) ¥,
(B.15)

H(b-W) =b_(H - hw)¥ = (b_0) (E - hw) = (B — hw)¥_
(B.16)

HU_

Sofern ¥, = B+\If nicht die Nullfunktion ist, ist sie eine Eigenfunktion zum er-
hohten Eigenwert £+ hw. 5+ wird daher als Aufsteigeoperator bezeichnet. Ahn-
licheist ¥, = b_ (sofern sie nicht die Nullfunktion ist) eine neue Eigenfunktion
mit einem um /w erniedrigten Eigenwert. Daher wird b_ als Absteigeoperator
bezeichnet. Zusammen werden die Operatoren auch Leiteroperatoren genannt.

Wie findet man nun die Eigenwerte und Eigenfunktionen? Wir haben es mit
einem gebundenen System zu tun. Daher muf} gelten:

1. Es gibt einen tiefsten Zustand (Grundzustand) ¥

2. Die Energie des Grundzustands Ej, mull groBer sein als das Mininum des
Potentials (Nullpunktsenergie!), d.h. in diesem Fall £ > 0.

3. Durch Anwendung von b_ auf den Grundzustand kann man keine neue Ei-
genfunktion erhalten. b_ ¥, muss die Nullfunktion ergeben.

Dies gibt uns zwei Gleichungen. Eine fiir die Grundzustandsenergie F:

JN -~ h h h
0= b+b—\I’0 = <H - §w> vy = <Eo - —W> Yy = Ey = 5@

2
(B.17)
und eine Gleichung fiir W:
- Vk dv
0=b Wy =L"Tap,+ =0 (B.18)

h dx

Dies ist eine homogene Differentialgleichung erster Ordnung, der Form /' +axy =
0, die wir durch Trennung der Variablen und Integration 16sen konnen':

1 V vV
—d¥, = — kmxdw & In¥y, = — km$2+const (B.19)
v, h 2h

ISiehe z.B. das Kapitel iiber Differentialgleichungen im Skript ,,Anwendung mathematischer
Methoden in der Chemie*.
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Lost man die letzte Gleichung nach W, auf (wobei exp(const) = N, gesetzt
wurde), erhilt man als Ergebnis eine Gaussfunktion:

Vg = Noe 20 * (B.20)

Die Amplitude Ny wird durch Normierung bestimmt:

+o0o
1:/@3%@:1\75 i = Noz(” m) (B.21)
vVkm

—00

Zusammenfassung:

1. Die Energieniveaus des harmonischen Oszillators sind F,, = (n + %) hw

2. Die Eigenfunktionen findet man (bis auf Normierung) durch ¥,, = <l;+) vy,
Die ersten (normierten) Eigenfunktionen sind:

1/4
U, = (9> e~ 3% (B.22)
T
1/4
4o .
U, = <i> re 57 (B.23)
T
1/4
(6% 2 _gw2
U, = (—) (1—2ax >e : (B.24)
A
1/4
3 2 .
U, = (9i> <x——o‘x3>e*5x2 (B.25)
T 3
mita:@

3. Diese Funktionen werden als Hermite-Funktionen bezeichnet. Die in Klam-
mern zusammengefassten Polynome for der Gaussfunktion hei3en Hermite-
Polynome.
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B.2 Teilchen auf dem Ring: Eigenwertgleichung fiir

L,
(Rotation eines Teilchen (hier des e~) um eine Achse)
d? -
ho(@)Pm(6) = —h* 755 @ (@) = L0 (6) = m*h*8,(9) (B.26)

Ansatz analog zum Teilchen im Kasten: ®(¢) = Ne'™?

Randbedingung: Eindeutigkeit, d.h. ®(¢) = ®(¢ + 27)

eme = imetimIn oy oim2T _ | — = 0,4+1,42,... €7Z

Achtung: im Unterschied zum Teilchen im Kasten ist nun m = 0 erlaubt,
denn hier ist &y = a # 0

Normierung: f027r N*e~méNemodp = 2n|N|*> =1 = N = \/%

Zusammenfassung:

— Eigenfunktionen: —z=¢"*  mitm € Z

(komplexe stehende Welle auf einem Ring)

— Eigenwerte: ﬁzém(qﬁ) = ?%%eim(ﬁ — mh%eim‘z’ = mh®,,(¢)

L2®,,(6) = m*h2®,,(¢)

Die z-Komponente (und ebenso die anderen Komponenten) eines Bahndrehim-
pulses kann in der Quantenmechanik nur ganzzahlige Vielfache von A anneh-
men.

Anmerkung: Ist man nur an den Eigenwerten fiir L% (nur diese gehen in H ein)
interessiert, kann man auch reelle Linearkombinationen der Eigenfunktionen von
L 5 verwenden (anschaulicher):

AL e —z’m¢] _ b = &
V2 lwwe Vo ﬁcos(m@b) i (B.2T)
L L ime 1 —im¢:| _ L . _ -
iv2 L/%e NoTS ﬁsm(m@ Py (B28)

Fiir beide Funktionen gilt ebenfalls L2®,, = m2h2d,,
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B.3 Eigenwertgleichung fiir 72:

Rotation eines Teilchens um ein Zentrum “Teilchen auf einer Kugeloberfliche”
bzw. “Starrer Rotator”
(Winkelanteil von Atomorbitalen, aber auch Modell fiir Rotation linearer Mole-

kiile — H = — 35 2= —%f? (mit /=Triigheitsmoment) )
Eigenwertgleichung fiir L2:
L2041 (0)®1n(¢) = UL + 1)11°O1n (8) @1 (9) (B.29)
1, 1 d . . d 1 &
Sl A N B.30
n? sinfdo " de " sin20 dg? (B.30)
substituiere  — z = cosf und O,,,(0) = Pl|m|(cos 0) - const
i B dcos@i ——sin@i
o df dz dz
Einsetzen liefert:
1. d d 1 &2
Sl S S R B.31
12 Z T T T 2 (B.31)
Man erhilt:
d d m?
—(1—-2)— — L+ 1) P™(z) =0 B.32
- iy B ®.32

zugeordnete (assozierte) Legendre-Gleichungen; die Losungen Pl‘m‘ (2),1=0,1,2,...
heillen zugeordnete (assozierte) Legendre-Polynome.
Normierung:

[ b o o 2+ m])! @+ )i —ml)
/Pz (cos)” sin Bdf = Bl D= [m])] :const—\/ 20+ )]

(B.33)
Die Kugelflachenfunktionen bilden eine orthongonal Basis fiir Funktionen, die
auf einer Kugelfliche definiert sind:

0

2w

/ / Vi (0, 6) Vi (6, 6) $in 0.0 db = 611 8,0, (B.34)
0 0
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. m?h?
{h(,(e) + —2] Oun(0) = (1 + 1)R*Oy, (0) (B.35)
sin” ¢
= Der Beitrag O,,;(6) hingt vom Betrag der (magnetischen) Nebenquantenzahl
|m| ab.

R d? N R+ 1)
—_— —7" —_—
2Mr dr? 2Mr?
—> Der Radialteil der Wellenfunktion hingt von der Drehimpulsquantenzahl /({+
1) ab.
Substituiert man 7 R,,;(r) = P, (r) erhilt man die Schrodingergleichung eines
Teilchens in einem eindimensionalen effektiven Potential:

R PPl

+ V(r)} Ru(r) = Eq Ry (B.36)

eff .
M dr2 + V7 (r)Pu(r) = EnPu(r) (B.37)
R+ 1)
eff _
Vi (r) = oM + V(r) (B.38)

Die Produkte ©;,,,(0)®,,,(¢) = Y, (0, ¢) sind die Eigenfunktionen zu [2und L,

A

L¥Yim(0,6) = 1(l+ 1)E*Yi (0, 0) (B.39)

@) = mhYy,(0,9) (B.40)

Sie werden als Kugelfliichenfunktionen oder sphdrisch-harmonische Funktionen
(spherical harmonics) bezeichnet.

B.4 Radialteil am Beispiel eines Coulombpotentials

(Wasserstoff-Atom)
Radiale Schrodingergleichung (1 = A%";‘;e und r = \ﬁN — 7|):

R? Zer  RA(l+1)
_ _ R.,(r) = ER, B.41
[ 2ur ar?’ Amegr i 2ur? } (r) i B41

? 2d Q_uE 2ue® Z I(1+1)
dmegh? r r2

}an(r) =0 (B.42)
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Substitution von 7 und E,,; durch dimensionslose Goen (p und n):

n 4megh? n Aregh®?  me.
_n _n _ Ameoh” _ me B.43
Y je? P=ozP “ je? 1 @0 ( )
Z? h

Man erhilt eine spezielle Form der zugeordneten Laguerreschen Differentialglei-

chungen:
> 2d

I n I(I+4+1)
el ——— 2 IR =0 B.45
dp2+pdp 4+p p? ] ) B4
Fiir gebundene Zustinde mufl R,,;(p) — 0 fiir p — oo. In diesem Fall hat diese
DGL. nur Losungen fiir ganzzahlige n = 1,2,... und [ < n; sie werden als

zugeordnete (assozierte) Laguerresche Funktionen bezeichnet:

Rulp) = —p'LUH (p)e? (B.46)
o~ Q2+ s
L5 (p) = dp?+1 {epdpn—i-l P e_p} (B.47)
Die Polynome Lil:ll (p) heiBen zugeordnete (assozierte) Laguerresche Polynome.
L2 ist vom Grad (n + 1) — (20 +1) = n — [ — 1 mit n — [ — 1 Nullstellen.
Normierung:
r 27 \\’ 27\  n—1—-1)1) "
/ NRnl<—7’> dr =1 = N = =) -7
na na / 2n[(n+)!]3

0
(B.48)

Zusitzlich gibt es noch ein Kontinuum von ungebundenen Zustinden mit £ > 0.

B.5 Potential mit Topf und Barriere: quasigebunde-
ne Zustande

00 firx <0

Vi<0 fir0O<xz<l; BereichA
Vo>0 firly <z <ly BereichB
0 firxz > [y Bereich C

Potential: V = (B.49)
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Allgemeine Losung:

lp| 1

A: U= Aeh* 4 Be~the mit k£ = 5 =7 2m(E — V) (B.50)
I o 1

B: W= Aleif® 4 Blemike mit &' = ﬁ\/Zm(E —Va) (B.51)
111 1.1 1

C: U= Atz Ble=iF"z  mit k" = 7 2mE (B.52)

Aus Eindeutigkeit und Stetigkeit folgt:

v(O) = A+B =0 (B.53)

U(x) = Asin(kz) fir 0 <z <l (B.54)

U(l) = Asin(kly) = Ae*h 4 Ble7Fh (B.55)

U'(ly) = Acos(kly) = ik <A’eik/h - B'e_ikll1> (B.56)

\Ij(lg) _ Aleik’lg + B/efik’lz — Alleik"lg + Bllef'ik”lg (B57)

V() = ik <A/€ik’l2 _ B/e—z’k/b) — ik <A//€ik”lg _ B//g—ik”lg) (B.58)

Eine Variable (A) ist durch Normierung und Phasenfaktor festgelegt. Es verblei-
ben 4 Variablen (A’, B’, A”, B") und 4 Gleichungen. Zwei Situationen sind zu
unterscheiden:

1. E < 0, gebundene Zustinde: k" imaginér, man erhilt eine weitere Randbe-
dingung: B” = 0, da sonst ¥ — oo fiir z — oc.
4 Gleichungen und 3 Unbekannte = nur fiir einige diskrete Energien 16sbar
= man erhilt ein diskretes Spektrum.

2. 0 < E < V;: Das Teilchen kann durch die Barriere tunneln, das Verhéiltnis
der Amplituden links und rechts der Barriere |A|?/(]A”|? + |B”|?) ist ab-
hiingig von Energie, Barrierenhohe und -breite. Entscheident sind die Koef-
fizienten A’ und B’

U(z)=Ae ™+ Be” firly<z<l mitf=Fk/i

e fiir B’ = 0 (exponentiell abfallende Amplitude in B) ist die Amplitude
im Bereich A maximal und in C minimal
man erhilt sog. quasi-gebundende Zustinde oder Resonanzzustinde
die fast hinter der Barriere eingeschlossen sind.
Die Transmissionsrate ist fiir eine endliche Barriere aber immer end-
lich > 0, d.h. keine wirklich gebundenen Zustéinde.
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o fiir A" = 0 (exponentiell ansteigende Amplitude in B) ist die Amplitu-
de im Bereich A minimal und in C maximal
freie Teilchen, Kontinuumszustinde

3. E > V5: Kontinuumszustinde

Folgerungen aus diesem Modell:

e Bei Potentialtopfen mit Barriere erhédlt man neben gebundenen Zustinden
und reinen Kontinuumszustinden auch quasi-gebundene oder Resonanzzu-
stinde

B.6 Mathematische Details zur heteronuklearen Bin-
dung

Die in Abschnitt 4.6 aufgestellte Sidkulargleichung war:

HAA—E HAB_ESAB
HAB_ESAB HBB—E

= (Han— E)(Hpp — E) — (Hap — ESap)* = 0 (B.60)

0= |H-ES| = (B.59)

Diese wird zunéchst auf die Standardform fiir quadratische Gleichungen gebracht:

21— S2,) — (EA + By — QHABSAB>E Y HuaHpp+H = 0 (B6D)

5 T
E HABSABE+HAAHBB Higp — 0 B6)

E? -2
1- 5%, 1- 5%,

Dies fiihrt zu den Losungen:

E — HupS E— HapSap)? HaaHpp — H3
Fro— Ag AB \/( AJ; A2B) ~ Haa 332 B (B.63)
1= 5p (1-5is) 1= Sis
E—-H
_ B Hapdan (B.64)

1 -
/(B — HapSap)? — (HasHps — Hip)(1 — Sap)
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mit £ = (Ha4+ Hpp)/2. Der Ausdruck unter der Wurzel 148t sich umschreiben:
(E — HapSap)® + (HaaHpp + Hip)(1 — S3p)

= $Hia+ sHaaHpp + 1Hip — (Han+ Hpp)HapSap + HipS%5
—HpaHpp + Hip + HaaHppShp — HipSip

= 1H3,— 1HauHpp+1H}p
+H%p — (Haa + Hpp)SapHap + HiaHppS3p
1

= ZAE + (Hap — HaaSap)(Hap — HppSag)

mit AF = Hgp — H 4. Insgesamt erhilt man:

E — HaopSap 1 \/ AE
- +
1-52, 1-52,V 4

+ (Hap — HaaSap)(Hag — HppSap)
(B.65)

Fiir die Koeffizienten c4 und cp erhélt das lineare Gleichungssystem:

Hixn Hagp CA 1 SAB Ca
= F B.66
(HAB HBB) (CB) (SAB 1 ) (CB) ( )

Fiir die beiden Eigenwerte £ und Fj ist das Gleichungssystem unterbestimmt:
beide Zeilen fiihren auf die gleiche Bedingung. Aus der oberen Zeile erhalten wir
unmittelbar:

(HAA — E)CA -+ (HAB — ESAB)CB =0 (B.67)
. E — Haq
& cp=tc mit t= ———F-— (B.68)
v 4 Hap — ESap
Zusammen mit der Normierungsbedingung
A 4ch=1 (B.69)
erhélt man
1 t

A+t =1 —

cp = . (B.70)

Wir betrachten nun die zwei Grenzfille, in denen jeweils einer der Summan-
den unter der Wurzel im Vergleich zum sehr klein wird. Dann kann man das Er-
gebnis der Wurzel durch eine Taylorreihe um den Entwicklunsgpunkt 1 annédhern:

Vitrrl4 jo—ia®+ ... (B.71)
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Tonischer Grenzfall: AE? > |(Hap — HxaSap)(Hap — HppSaB)|
Wir approximieren das Ergebnis der Wurzel durch:

AE?

\/ 1 + (Hap — HaaSap)(Hap — HppSap) (B.72)
_ |AE] \/ 4(Hap — HanSaB)(Hap — HppSas)
= =1+ N (B.73)
_ |AE] 2(Hap — HaaSap)(Hap — HppSag)
-5 (1 N ) ®74)
_|AE| | (Hap — HaaSap)(Hap — HppSap)
=5 + ‘AE’ (B.75)

Der Term ausserhalb der Wurzel wird umgeschrieben in:

E — HzS AE/2 4+ Hy45%, — HupS
Ag AB _ Hoaa+ + /2 + Haa gB ABOAB (B.76)
—AFE/2+4+ HggS%,— H
 Huy s /2+ Hpp A5 ABSAB B.77)
Zusammen erhélt man fiir den Fall AE = Hgp — Hag = |AE| > 0:
AE/2+ Hx45% HupS
By —Hay + TAE/2 5 Han Ap ¥ Hapoap (B.78)
_ AE/2 (Hap — HaaSas)(Hap — HppSap)
152, AE(L— Sap)?
AE(HAASE‘B - HABSAB)
=H B.
AT AR = Sa)? (B-79)
B (Hap — HaaSap)(Hap — HgpSag)
AE(1 — Sap)?
(HppSap — HanSap)(Hap — HaaSap)
=Hiq— B.80
AA AE(L— Sap)? (B.80)
 (Hap — H4aSap)(Hap — HppSas)
AE(L— Sap)?
Hip — HiaSap)?

AE(1 — Sap)?
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und

—AE/2+ HppSip + HapSas

Ey =Hpp + [— 52 (B.82)
— O4B
AE/2 n (Hap — HaaSap)(Hap — HppSap)
52, AE(L - Sap)?
AE(HBBSE;B — HABSAB)
:H .
BBt AE(L - Sap)? (B.83)
(Hap — HaaSap)(Hap — HppSap)
AE(L— Sap)?
(HppSap — HaaSap)(Hap — HppSap)
=Hpp — B.84
BB AE(1— Sap)? ( )
(Hap — HaaSap)(Hap — HppSag)
AE(1—Sap)?
Hip — HgpSan)?
Houp (Hap BBSAB) (B.85)

AE(1— Syp)?

Kovalenter Grenzfall: AE? < |(Hap — HanSap)(Hap — HppSan)|
Verwenden wir zunéchst, dass H 44 =~ Hpp ~ F ist, um den zweiten Summanden
unter der Wurzel umzuschreiben in:

(Hap — HaaSap)(Hap — HppSap) = (Hap — ESap)* = 3 (B.86)

Mit 3 = Hup — ESup. Wir approximieren das Ergebnis der Wurzel nun durch:

AFE? AFE? AE?
Hap — HasSag)(Hap — HopSap) ~ 1~ (1 )
\/ 1 + (Hap AaSap)(Hap BBSaB) ~ 3 15 + Bl1+ 352
(B.87)
Den Term vor der Wurzel schreiben wir um in:
E — HipS _ FES%2.— HupS
Ag AB B+ AB 2AB AB (B.88)
g PSan (B.89)
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Wir erhalten nun insgesamt:

_ BSap 3 AE?
EF~F — +
- %, (1—533+8ﬁ<1—533>
_ 1 2
inﬁ(SAqu) AE
1-5%; ~ 83(1—S3%p)
2 2
~E+ P AE gy BE

14+ Sap~ 86(1—S3p) 83

(B.90)

(B.91)

(B.92)
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