I Lineare Gleichungssysteme

1. Gaufl3 Algorithmus
Gegeben: Ein lineares Gleichungssystem (GLS) Az = b mit einer requldren
(n,n)— Koeffizientenmatrix A und der rechten Seite b.

Da A regular, ist das GLS eindeutig losbar.

Die erweiterte Matrix

ap1 .. Qpp

1aB3t sich mit Hilfe des Gauf8 Algorithmus auf folgende Form bringen:

11 T1n | C1

0 Ton Cn

Also erhalten wir: RZ = ¢ mit einer oberen Dreiecksmatrix R und der neuen rechten
Seite ¢.

Bei diesem GLS RZ = ¢ lassen sich durch Rickwdirtseinsetzen (d.h.: man muf in
der letzten Zeile beginnen) die Unbekannten x,,z,_1,...,21 berechnen.

Folgende GauB-Schritte sind fiir die Umwandlung des GLS notwendig:

a) In der ersten Spalte Nullen erzeugen:

ail a12 AT bl
a1 a22 -.. Q2p by
Gn1 Apnpn—-1 ... QOnn bn

Falls aj; # 0 (sonst vorher Zeilentausch), berechne:

a; a;
(i—te Zeile) ——= « (1. Zeile), also mit [ = —=—
aii a1l
i, = @ik, — lin a1, a;1 =0
~ a.
bri:bi—lil*bl N lilz 4 N (i:2,...,n;k:2,...,n)
ail




Da wir die neuen Werte d;;, und b; wieder auf den gleichen Speicherplatzen speichern,
schreiben wir i.f. wieder a;x , b; anstelle von a;; , b;. Da die neuen Werte

a1 =0 (¢ =2,...,n), und wir diese Nullen nicht mehr benétigen, speichern wir auf
a/.
diesen Speicherplatzen die Vorfaktoren [;; = ‘L Damit erhalten wir nach dem 1.
ail

Schritt folgendes neue Schema:

aix a2 ... QG1n bl

121 | a99 Ce aon b2

lnl an2 co. Qpp bn
b) In der zweiten Spalte Nullen erzeugen:
Falls a9 # 0 (sonst vorher Zeilentausch), berechne:

a; a;
(i—te Zeile) ——2 « (2. Zeile), also mit ljp = —=
a9 Q22
Aig = Qi — lig*agg , G2 =0
7 a; .
bizbi—lig*bg y ligz 2 y (z=3,...,n;k:3,...,n)
22
a/‘
Wir speichern wieder die Vorfaktoren [;5 = 2 auf den Speicherplatzen von a;s.
@22

Fahren wir so fort bis zur vorletzten Spalte, so erhalten wir nach dem letzten Schritt
das folgende Schema:

11 rr2 ... Tin—-1 Tin C1
lo1 | oy ... Top—1 Ton 2
l31 32 ‘ - T3n—1 T3n 3

lnl ln2 QN ln,n—l T'nn Cn

Mit der Linksdreiecksmatrix L und der Rechtsdreiecksmatrix R

1 0 i1 T2 ... Tin
o1 1 22 ... T2n
L — 5 R =
lnl NN ln,n—l 1 0 T'nn
gilt: A=LR

Denn: z.B.: (2. Zeile)x(k—te Spalte) ergibt:
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lorrm1k +rop = o101k + o = a2, (K =1,...,n),
da rix = a1 (1. Zeile wird nicht verdndert), und 1o = aox = asgr — lojarx (vgl.
Schritt a)).

Also gilt

AZ=b < LRi=b < {Lé=b,R¥=7¢)}

Zur Losung des linearen GLS A% = b sind also 3 Schritte durchzufiihren:

1. A=LR (LR — Zerlegung)
Lé=1b  (Vorwirtseinsetzen)

Rz =¢ (Riickwértseinsetzen)

Pivotstrategien

Das Element, durch das bei der Berechnung der Vorfaktoren l;; dividiert wird, wird
Pivot genannt. Falls jeweils die auftretenden Diagonalelemente # 0 sind, so kénnen
diese als Pivot genommen werden. Diese Pivotstrategie nennt man Diagonalstrategie:

1. Diagonalstrategie

Ist das jeweilige Diagonalelement # 0, so benutze man dieses Diagonalelement als
Pivotelement.

Die Diagonalstrategie ist nur sinnvoll bei diagonaldominanten Matrizen. Dabei heift
eine (n,n)—Matrix diagonaldominant, wenn gilt:

n

lai;| > Z laik] Yi=1,...,n
k=1,kti

In allen anderen Féllen kann die Diagonalstrategie zu grolen Rundungsfehlern fithren,
wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel
0.00035 1 1.2224
1 1 2.333

Die exakte Losung lautet: x7 = 1.111, x5 = 1.222.

5—stellige Rechnug ergibt bei Diagonalstrategie

~ a1
Cogg, — 2L 1 — _9856.1
(22 = Gog = " 412 0.00035
~ a1 1.2224
by = by — 221 4 b, —2.333 — — 3490.3 . al
2=t 0.00035 ) 8IS0



<0.00035 1 | 1.2224 >

0  —2856.1 | —3490.3
3490.3 1.2224 —1.2221  0.0003
= = 1.2221 = = = 0.85714 .
= P27 %561 St 0.00035 0.00035 ~ 0-8°7

Wir erhalten also in diesem Beispiel bei Benutzung der Diagonalstrategie sehr unge-
naue Ergebnisse. Vertauschen wir vorher die 1. Zeile mit der 2. Zeile, so erhalten wir
ein wesentlich besseres Resultat:

1 1 2.333 N 1 1 2.333
0.00035 1 1.2224 0 0.99965 1.2216
1.2216

~ 0.99965
Also ist es sinnvoll, die Zeilen zu vertauschen, wenn das Pivotelement betraglich klein
ist. Numerisch giinstig ist es, wenn das Pivotelement betraglich moglichst grof3 ist,
weil dann der Vorfaktor [;; betraglich klein und damit der Rundungsfehler nicht zu

groB wird. Diese Uberlegung fithrt zur Spalten-Mazimum-Strategie:

= T2 =1.222 |, z;=2333-1.222=1.111.

2. Spalten-Maximum-Strategie

Sollen in der j—ten Spalte Nullen erzeugt werden, so bestimme man das betraglich

grofite Element in dieser Spalte (ab Diagonalelement), d.h.: lak;| = max |lai;|.
JStsn

Dann vertausche man die j—te Zeile mit der k—ten Zeile.

all e e e A1n
Qjj Ajn

0 a;j Akn
Qnj a;n

Sind die Matrix-Elemente in den einzelnen Zeilen sehr unterschiedlich grof3, so sollte
man vor der Suche des Spaltenmaximums eine ”Normierung” vornehmen, d.h.:

Je
N 1<4i,j<n.

n Y

D la

k=1
Diese ”Normierung” wird nicht explizit durchgefiihrt, sondern bei der Pivotwahl
berticksichtigt. Also wird bei der Pivotwahl in der j—ten Spalte folgendes bestimmt:

CLij =




Berechnung der Determinante

Beachtet man die Zeilenvertauschungen, so 148t sich aus der Matrix R einfach die

Determinante von A berechnen. Es gilt:  det A = (—1)° H rii , wobei s die Anzahl
i=1
der Zeilenvertauschungen ist, denn es gilt:

tdet A =det(LR) =detLdet R=[[rii (dadetL =1).

=1

Dafl die LR—Zerlegung und die Verénderung der rechten Seite (Vorwértseinsetzen) in
zwei getrennten Schritten durchgefiihrt wird, hat folgenden Vorteil:

Sollen mehrere GLS mit gleicher Koeffizientenmatriz A fiir verschiedene rechte Seiten
l;l, 52, . ,gm gelost werden, so mufl nur einmal die L R—Zerlegung durchgefiihrt wer-
den. Nur die Schritte ” Vorwartseinsetzen” und ” Riickwéartseinsetzen” miissen mehr-
mals ausgefiithrt werden.

Berechnung der inversen Matrix A~!

Esgilt: AX=F & A§;=¢ , (i=1,...,n)

Hiebei ist F die Einheitsmatrix, X die gesuchte inverse Matrix A~!, 5; der i—te Spal-
tenvektor von A~! und €; der i—te Einheitsvektor. Also miissen zur Berechnung der

inversen Matrix A~! n GLS mit gleicher Koeffizientenmatrix A, aber verschiedenen
rechten Seiten é7,és,..., €, gelost werden.

Im folgenden Algorithmus werden die Zeilenvertauschungen auf einem Vektor p gespe-
ichert. Dies benétigt man fiir das Vorwartseinsetzen, da ja erst hier die rechte Seite
umgeformt wird.

Die Werte l;; werden auf a;; gespeichert, der Vektor ¢ und der Losungsvektor & werden
auf b gespeichert. Die Werte a;; der Matrix A und die Werte b; der rechten Seite
werden also bei der Durchfithrung des Gauf3-Algorithmus verédndert. Benotigt man
die Werte der Matrix oder der rechten Seite nach Beendigung des Algorithmus noch
fiir ander Zwecke, so miissen diese Werte vorher gesondert gespeichert werden.



Gauf3-Algorithmus

1. LR—Zerlegung A=LR

det =1

fir k=1 bis (n — 1)
{Pivotsuche}
max =0 ; pr =0
fir 2 = k bis n

s=0
firj=Fkbisn: s=s4|a;|: Ende j—Schleife
q = |air|/s

falls ¢ > max = maxr=q; pr =1
Ende i—Schleife
falls maxr =0 = Matrix singular, STOP
falls pr. # k= {Vorzeichenwechsel, Zeilentausch}
det = —det
fir j =1 bisn
h=ay;; axj = apy,j 5 ap,j =h
Ende j—Schleife
det = det * ayy,
{Nullen in der k—ten Spalte erzeugen}
firi=(k+1) bisn
Qi = Qik/ Akl
fir j = (k+1) bisn
Qi = A5 — Qif * Ak
Ende j—Schleife
Ende i—Schleife
Ende k—Schleife
det = det * any,
falls det =0 = Matrix singular, STOP
{Ende LR—Zerlegung}

2. Vorwdrtseinsetzen Lé=1b
fir k =1 bis (n — 1)
fallspr #k = h=0by; b =0y, ; by, =h
Ende k—Schleife
flir : = 2 bis n
fir j=1bis (i —1) : b, =b; —a;; xb; : Ende j—Schleife
Ende i—Schleife
{Ende Vorwirtseinsetzen}



3. Ruckwartseinsetzen R¥=7¢C

fir i =n bis 1 (rickwarts)

S = bZ
firk=(i+1)bisn : s=s—a;*b;: Ende k—Schleife
b = S/Gii

Ende i—Schleife
{Ende Riickwartseinsetzen }

Rechenaufwand

Der Rechenaufwand beim Gauf-Algorithmus bei einem (n,n)—GLS betriagt bei der

~ 3
LR—Zerlegung ~n , da 3 ineinandergeschachtelte Schleifen durchlaufen wer-

2
den. Rechnet man genauer nach, so ergibt sich ein Rechenaufwand von §n3.

Beim Vorwiérts- und Riickwartseinsetzen benotigt man nur noch einen Rechenaufwand
von =~ n? (2 ineinandergeschachtelte Schleifen).

Der Rechenaufwand von ~ n? in der Zerlegungsphase bedeutet ”lange” Rechenzeiten
bei groflen GLS. Z.B. steigt bei Verdoppelung der Unbekannten der Rechenaufwand
um den Faktor 23 = 8. Wir werden spiter iterative Verfahren behandeln, die zur
Bewaltigung sehr grofler GLS besser geeignet sind als der Gau3-Algorithmus.

Fehlerrechnung

Trotz guter Pivotstrategie treten bei der Berechnung der Losung eines linearen GLS
Rundungsfehler auf. Wir wollen versuchen, die auftretenden Rundungsfehler ab-
zuschétzen. Dazu bendtigen wir ein ”Maf” fiir eine Matrix A :

die ”Norm von A” : || A]|.

Matriznormen

Ist AT = b, so gilt [|[AZ|| = ||b| mit irgendeiner Vektornorm |...|. Fiir die
Matrixnorm || Al| soll gelten:

.
147 < [AllZ] , also 4] = 1AZ]

1]

, falls @ # 0.

Also definieren wir

Definition 1.1 :  Matriznorm

A—A
14]] = max AT o 147
z20 || lzl=1

Die so definierte Matrixnorm heifit die zur Vektornorm ||Z|| zugeordnete Matriznorm.
Es gelten folgende Eigenschaften fiir die Matrixnorm:
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Satz 1.2 :  Figenschaften der Matrixnorm
|A]| >0 firalle A, |A|=0 & A=0
lcAll = [l All -, (c € IR)

A+ B[ < [[A] + B

|IAB[| < | Alll| B} -

Da in der Anwendung unterschiedliche Vektornormen benutzt werden, erhalten wir
auch unterschiedliche Matrixnormen. Wir wollen zwei Beispiele behandeln:

Beispiel 1.: co—Norm

[#]loo = max |z,

1<i<n

n
Alloo = A||o = > a;
[A4lloe = max [|AZ]|o éﬁli’iur?ﬂxn'k_l“’k“'

n

n
= max  max | ;aikm < 121%]; lair| (da|z] < |F]]c =1 VE=1,...,n).

Das Cleichheitszeichen wird angenommen fiir den Vektor & mit x; = sign(a;) -1 .
Also gilt fiir die co—Norm

| All oo = max Z laik|  (Zeilensummennorm)
n

Beispiel 2.: 2—Norm

(Euklidnorm oder 2—Norm).

Bevor wir ||Al|2 untersuchen, bendtigen wir einige Eigenschaften iiber Eigenwerte
(EW), Eigenvektoren (EV) und quadratische Formen:

Hilfssatz 1.3

Sei A eine (n,n)—Matrix und & , § € IR"™, dann gilt

< AT, >=< T, ATy > .

Ist insbesondere die Matrix A symmetrisch, also A = AT, so gilt

< AZ Y >=< T, A >=< Ay, ¥ > .

Beweis
n n n n n n
< AZ,y >= Z(Z aijxj>yi = Z( az‘j,%')xj = Z(Z(AT)jiyi>l‘j
i=1 j=1 i=1 =1 =1 =1
7 AT



Satz 1.4

Sei A eine (n,n)—Matrix mit EW A\ und zugehérigem EV 7, also A7 = A\ , & # 0.
Dann gilt

a) NEWvonA < det(A—AE)=0.

b) A™ hat den EW A" mit gleichem EV Z .

¢) (A—aF) hat den EW (A — «) mit gleichem EV 7 .

d) A istregulir & detA#0 < alle EW von Asind #0.

e) A~! hat den EW % mit gleichem EV & .

f) Ist A dhnlich zu B, d.h.: 3 C (regulir) mit C~1AC = B , so gilt:

Die EW von A und B sind gleich. Fir die EV gilt:

Ist ¥ ein EV von A zum EW A = (C~'%) ist EV von B zum gleichen EW \.

g) Ist A symmetrisch, so existiert eine orthogonale Matrix C' mit CTAC = D

(D Diagonalmatrix), also A ist orthogonal &hnlich zur Diagonalmatrix D.

Die EW von A sind alle reell. Die EV zu verschiedenen EW stehen senkrecht aufeinan-
der.

In der Diagonalen von D stehen die EW von A. Die Spaltenvektoren von C' sind
normierte EV zu den EW von A.

h) Ist A symmetrisch, so definiert Q(Z) =< AZ, & > eine quadratische Form.

Gilt Q(Z) >0 VZ #0, so heifit die Matrix A positiv definit. In diesem Fall sind
alle EW von A positiv, also A >0 VA (EW von A).

Die meisten dieser Eigenschaften sind aus der Vorlesung ”Mathematik fiir Elektrotech-
niker I” bekannt. Die Eigenschaften b) — f) mochte ich hier nochmal beweisen:
ub) AT =\f = A%F=)\ATZ=\*7%
Mit Induktion folgt sofort: A™Z = \"Z.
zuc) (A—aFE)?=A%—aZf =\ —ad = (\— o).
zud) A=0 EW & det(A—0F)=detA=0 < A nicht regulér.
1
AT =0T = A TAZ=A"1\%) = F=)N"17 = Al7= X.f

AT =)\ = ClAZ=)C7'Z = (mit 7= C4d,also @ =C~'7)

Nun kénnen wir die zur Vektornorm ||Z||2 zugeordnete Matrixnorm || A[|2 untersuchen:

|All2 = max [|AZ||2 = max /< AZ, AT > = max /< ATAZ, 7 >

1 Z][2=1 1 Z][2=1 1 Z][2=1
= ||A]l2 = Hrrll‘ax Q(¥) mit der quadratischen Form Q(%) =< AT AZ, 7 >.
Z|l2=1

Die Matrix (AT A) ist symmetrisch und positiv semidefinit, denn:
(ATA)T = ATATT — ATA | < AT AZ, & >=< AZ, A% >= || AZ|2 > 0.
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Ist A regulir, so ist die Matrix A7 A sogar positiv definit, denn
|AZ]2 =0 & AZ=0 < =0 (da A regulir).

Damit ist also Q(Z) =< ATAZ,Z > eine positiv semidefinte quadratische Form, die
wir uns nun genauer ansehen wollen.

Da (AT A) symmetrisch und positiv semidefinit, gilt:

Alle EW von (AT A) sind reell und > 0. Die EV zu verschiedenen EW stehen senkrecht
aufeinander.

Seien 13 > s > ... > py >0 die EW von AT A, und seien

0 Lfallsi=#j

1 Jfallse=7"

so bilden die EV Z; eine Basis des IR", und jeder Vektor ¥ € IR™ mit ||Z||2 = 1 148t
sich als Linearkombination der EV &; schreiben:

T = ZCZ.’EZ mit
=1
n n n n n
H‘ng =< f,f >= <chf@ , chfj> = ZZCiCj < fi,fj >= ZC? =1,
i=1 j=1 i=1

i=1 j=1
0 Lfalls7#j
1 Jfallsi=j5 "~

T, o, ..., Ty zugehorige EV mit < &, &; >=

da < .fi,fj >= {

Also gilt fiir Q(%) :

n

Q( ) =< ATAZL' T >= <i ATAJ_J'z , icjfj> = Zicicjui < fi,fj >
— =1

- =1 j=1
n
Z s < ZC =, da ATAZ; = ;@

Das Glelchheltszelchen erd angenommen fiir £ =2, (EV zu pq).
Also gilt

|All2 = ”H|1|ax VQT) = /1 , (1 groBter EW von (AT A))
2

Wir wollen nun [|A7!||; untersuchen, falls A regulir ist:

HA‘1|]2 = /01 mit g ist der gréﬁte EW von

(AT AT = (AT) 1A~ = (44T)!

AAT st ihnlich zu AT A | denn: A HAAT)A = (A71A)ATA = AT A.

Also hat AAT die gleichen EW wie AT A | also auch g > pio > ... > fip.
1 1
Die Matrix (AAT)~! hat dann die reziproken EW — > > > —.
. Hn  Hn—1 H1
Der groBte dieser EW ist — , wobei u,, der kleinste EW von AT A ist. Also gilt
[in

A7 |2 = , (n kleinster EW von (AT A))

1
VFn
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Spezialfall: A symmetrisch

Ist A symmetrisch, so gilt: ATA = A%. Ist A ein EW von A, so ist A> EW von
ATA = A2, Also gilt fiir symmetrische Matrizen

|A]l2 = [M\] , (A1 betraglich grofiter EW von A)
1
A7 |2 = PN (A, betraglich kleinster EW von A)
Bemerkung

Um ||[A7}Y|s (Zeilensummennorm) berechnen zu kénnen, bendtigt man die inverse
Matrix A=1. Bei der Berechnung von [[A7!||; bendtigt man nur den kleinsten
EW von AT A. Ein Verfahren zur Berechnung des kleinsten EW werden wir spiter
behandeln (vgl. Wielandt-Verfahren).

Fehlerrechnung

Gegeben sei das GLS AZ = b mit der reguldren Koeffizientenmatrix A.

Sei ¥ die exakte Losung dieses GLS.

Zo sei die berechnete Losung , Ar = Zo — T der Fehler und 7= A%y — b.
Dann gilt

A(Ar) = ABg— AZ=T+b-b=T7

= A(Az)=7 = Ax= A" . Also gilt bzg. einer beliebigen Norm

|AZ]| AT LA 7]
== < = = [A[A 2=
R R I
enn: ||b]| = [|[AZ| < [|A[[|Z]| = 7] > 4]
Definition 1.5 :  Konditionszahl einer Matriz

Bzgl. einer beliebigen Matrixnorm definieren wir als Konditionszahl einer Matrix A

k(A) = ||l A=Y

Mit dieser Konditionszahl lautet die obige Fehlerabschatzung fiir den relativen Fehler

| Az
1]l

!

< k(4)

=F

Der relative Fehler der Losung eines linearen GLS hangt also wesentlich von der Kon-
ditionszahl der Koeffizientenmatrix A ab.
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Da [[AAZY| =||E|| =1 < [[A[[|A™Y] = k(A) , gilt

k(A)>1
Die Konditionszahl 148t sich fiir die ||... | co—Norm nur sehr aufwendig berechnen,
da man fiir ||A7}||c die komplette inverse Matrix A~! benétigt. Einfacher ist die
Berechnung der Konditionszahl fiir die || ... ||s—Norm, denn es gilt

k(A) =, /Z—l , (u1 groBter - |, kleinster EW von AT A)

Spezialfall: A symmetrisch

A
k(A) = % , (A1 betraglich groiter - , A, betraglich kleinster EW von A)

Storung der Fingangsdaten

Wir fithren nun eine genauere Fehleranalyse fiir den Fall durch, daf§ die Eingabedaten
im Computer nicht exakt dargestellt werden.

(A+ AA)(Z+ Az) = (b+ Ab) , (Azx Fehler der Lésung)

= (A4 AA)(Az) =b+ Ab— AT — AAT = Ab— AAZ (da AT =b)
= Ar=(A+AA)"HAb— AAT) = [A(E + A7LAA)]"H(Ab — AAZ)
= Az < [JATYII(E+ ATTAA) (H&H + HAAHH:?H) -

Nach einem Hilfsatz, den ich hier ohne Beweis zitieren mochte, gilt
1

I Toaaay

Also gilt unter der Voraussetzung, daf§ ||A71||||AA| < 1 ist:
|Az]| [ (||55||

- < —— + [[AA]

121 = 1= AT AA (2]

IA~H[[1A] < 1As] . JAA]

- 1= [[ATHIIAAN AN (Al

I(E + A~'AA) falls || A~1[[|AA]| < 1.

) ~ (da A > 13])

|Azl| _ k(A (H&bll ||AA||>

121~ 1= ka2 \ ) | Al

Ist die Rechengenauigkeit (Genauigkeit der Darstellung) ~ 10~¢ | also

Ab AA
||Hg||H ~5- lo—d 7 ||HAHH ~5- 10—d , k(A) ~10% mit 5- 10a—d <1 . 80 gllt
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<1007 k(A) = 10% Konditionszahl , 10~¢ Rechengenauigkeit

Ergebnis

Bei grofier Konditionszahl (also grofiem «) erhélt man einen grofien relativen Fehler.
Dieser Fehler kann kleiner gehalten werden, wenn man die Rechengenauigkeit (also
d) erhoht (z.B.: Extended REAL-Variable benutzen). Es sollte immer d > « sein.

Auch wenn die Eingabe exakt erfolgt, so treten doch bei jedem Gauf-Schritt Run-
dungsfehler im Bereich der Rechengenauigkeit auf. Also kann die gleiche Fehlerab-
schatzung benutzt werden.

Beispiel 1.

A 0.990005 0.979996 - 1.9584083 g 1.8
-\ 0.979996 0.970004 ) ° 7 \ 1.9385935 -\ 0.18

(exakte Losung).

5—stellige Rechnung, also d =5 , ergibt

At AA— (0.99 O.98) B A= <1.9584)

0.98 0.97 1.9386
N 0.99 0.98 1.9584 N f+5x— 1.9782
0 —0.0001 0 o 0 )
R

Da A symmetrisch = k(A) = Ml
2

Die EW einer (2,2)—Matrix lassen sich einfach berechnen. Es gilt fiir

b by?
A:(ccz Z) N )\17220‘2# i\/CQ—aZH—(a;—) sind die EW.

In unserem Beispiel erhalten wir

A1 = 1.9600515 , A\ = —0.0000425 = k(A) =46092~4-10* = a=~4

= T <10t =1

b

also ist keine Stelle nach dem Komma garantiert.

Geometrische Deutung: (2,2)—GLS

Bei zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten ergibt die Losung den Schnitt-
punkt zweier Geraden:
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7.“4

k(A) klein , A gut konditioniert k(A) grof$ , A schlecht konditioniert

Beispiel 2. Hilbert-Matriz

Ein Beispiel fiir schlecht konditionierte Matrizen liefern die Hilbert-Matrizen :

Definition 1.6 :  Hilbert-Matrix

1
Die (n.n)—Matrix A mit a;; = TIo1 (1 <1i,j <n), heiit Hilbert-Matriz (der
i+j—
Grofe n).
Die Inverse der Hilbert-Matrix ist A=! = B mit
(—1)t , (n+i—1)!
bij = —————¢ic; mit ¢ = N7
Y A S YT Y
Beispiel: n =4
1 1/2 1/3 1/4 16 —120 240  —140
e 1/3 1/4 1/5 Al 1200 —2700 1680
- 1/5 1/6 | ° - 6480  —4200
1/7 2800
(symmetrisch) (symmetrisch)

Als betraglich grofiten bzw. betraglich kleinsten EW von A erhalten wir

A
A1 = 1.50021 , A\ =9.67-107° = k(A)= % =16-10" = a=4.
4
Fiir den relativen Fehler folgt hieraus die Fehlerabschatzung
A
HH :ﬁ” <10°~% . d sollte also viel grofer als 5 sein.
X

Beispiel: n =28

Fir die Hilbertmatrix der Grofle n = & erhalten wir

A
M:W&&ﬂﬂmmékW:H:mmmjaﬂﬂ
8
Fiir den relativen Fehler folgt hieraus die Fehlerabschatzung
A
HH _:ﬂ” <109 . 4 sollte also viel grofler als 11 sein.
x
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Fiir die rechte Seite b = (1,1,...,1)T erhilt man als Losung des GLS A% = b in
TURBO-PASCAL mit REAL-Variablen (d.h.: d=12) folgendes Ergebnis

exakte L. berechnete Losung exakte L. berechnete Losung
-8 —8.01 —138600 —138698.2

504 504.5 216216 216354.0
—7560 —17566.9 —168168 —168265.7
46200 46236.8 51480 51507.4

Abschatzung der Konditionszahl

Da die Berechnung der Konditionszahl relativ aufwendig ist (vgl. Verfahren zur
Berechnung von EW, Kap. III), begniigt man sich in der Praxis mit Abschétzungen.
Moglichkeit 1.

Sei Iy die berechnete Losung, Z die exakte Losung und Ax = Ty — & der Fehler.
Mit 7= AZo — b gilt dann
A(Ar) = ATy — AT =7+ b—b=7 = Azx=A"

- ) Lo I8
= S <A = a2 il
- AJJIA:
k(A):%Sk(A)
T

Um k(A) zu berechnen, bestimmt man zuniichst den Vektor 7= Ay — b , 1ost dann

das GLS A(Az) =7 (Die LR—Zerlegung ist durch die Berechnung von Z, bekannt.
Also muB nur noch das Vorwirts- und Riickwértseinsetzen durchgefiihrt werden).
Als Norm benutzt man hier am einfachsten die || ... ||ooc —Norm.

Modglichkeit 2.

~ _Oq'...'&n
k(4) = | det A|

mit o; =

Dieser Wert k(A) ist ebenfalls ein ”Maf” fiir die Kondition der Matrix A, k(A) laBt
sich aber nicht durch k(A) abschétzen.

Dafl k(A) ein "MaB” fiir die Kondition von A ist, sieht man folgendermaBen:

Man bildet die Matrix B mit b;; = = Dadurch erhilt man eine ”normierte” Matrix.
Q;

1
Ist |det B| = ) sehr klein, so ist B ”fast” singulér und damit die Matrix A schlecht

konditioniert.

15



Beispiel hierzu

Hilbert-Matrix: n = 4:

det A=1.6-10"7 , k(A)~10° , k(A)=~10%
Hilbert-Matrix: n = 8:

det A=27-10"33 | k(A) ~10%° , k(A)~ 10,

Dieser Wert k(A) 148t sich sehr einfach berechnen, da det A beim GauB-Algorithmus
mitberechnet wird.

2. Cholesky-Verfahren fiir symmetrische , positiv definite Matrizen

Ist A symmetrisch und positiv definit, so 1a3t sich A zerlegen in

A=LDLT
mit der unteren Dreiecksmatrix L und der Diagonalmatrix D
1 0 diy 0
l21 1 d22
L — . s D =
S R MO | 0 A,

Fiir A7 =1b gilt dann: LDLTZ = b.
Mit d = LT# , ¢= Dd erhalten wir dann

1. A=LDL" (LDL" — Zerlegung)
2. Lé=b (Vorwartseinsetzen)

3. Dd=¢ (Division durch d;;)

4. LTZ=d (Riickwirtseinsetzen)

DaB die Zerlegung A = LDL” bei symmetrischen, positiv definiten Matrizen méglich
ist, zeigt der folgende Cholesky-Algorithmus :

Cholesky-Algorithmus

fir =1 bis n

fir k=1 bis ¢
Lik = a;r, — Z lijli;
j=1

falls k <i =l = L/ dgk
falls k=i = dy =1y
falls d;; <0 = STOP , Matrix nicht positiv definit
Ende k—Schleife
Ende 7—Schleife

16



Denn:

k—1 k
Qi = lzk -+ Z lijlkj = lejlkj (da lkk = 1)
j=1 j=1

lijdysley  (da li; = lijdyy)

I

<
Il
—

(L)ij(D)j; (L") 5 = (LDL" ),

I

<
Il
—

Bemerkung 1.7 :
Gilt d;; >0 Vi=1,....,n = A ist positiv definit.

Denn:
n

< A, & >=< LDL"%,& >=< DL"&,L"% >=< Dii,ii >= Y _ du; >0
=1

Vi=LTZ#0,alsoauch VZ#£0 , fallsdy; >0 Vi=1,...,n.

Bemerkung 1.8 :

Man kann also mit Hilfe der LDLT —Zerlegung feststellen, ob eine symmetrische
Matrix A positiv definit ist.

Bemerkung 1.9 :

Damit man nicht zusatzlichen Speicherplatz fiir die Elemente l~ij bendtigt, wird der
Algorithmus noch so verbessert, dafl man mit nur einem zuséatzlichen Speicherplatz
diag auskommt. Von der Matrix A bendtigt man damit nur die untere Dreiecksmatrix,
also a;; , j <. Die Elemente d;; der Diagonalmatrix D werden auf der Diagonalen von
A, die Elemente [;; , j < i, der unteren Dreiecksmatrix L unterhalb der Diagonalen
von A gespeichert.

Vorteil des Cholesky-Verfahrens gegeniiber dem Gauf-Algorithmus

Der Vorteil des Cholesky-Verfahrens liegt darin, dal man fiir die Matrix A nur

% Speicherplitze (anstelle von n?) bendtigt, da die Symmetrie von A ausgenutzt

3 anstelle von 2n3 in der

wird. Der Rechenaufwand veringert sich ein wenig (%n 5

Zerlegungsphase), ist aber immer noch proportional n3.

Bei symmetrischen, positiv definiten Matrizen ist eine spezielle Pivotstrategie nicht
notwendig und auch nicht sinnvoll.
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2. Cholesky-Verfahren fiir symmetrische , positiv definite Matrizen

1. LDLT —Zerlequng

fir i =1 bis n
fir k=1 bis (i — 1)
s=0
fir j =1 bis (k—1)
§ =S8+ a;; *ag;
Ende j—Schleife
Qi = Qi — S
Ende k—Schleife
diag = a;;
fir k=1 bis (i — 1)
h = a;/akk
diag = diag — a;x * h
Qi — h
Ende k—Schleife
falls diag < 1071% % |a;;] = STOP , Matrix nicht positiv definit
a;; = diag
Ende i—Schleife

2. Vorwartseinsetzen und Division durch d;;

fir i =1 bisn
s=0
fir j =1 bis (i — 1)
s=s5+a;; *b;
Ende j—Schleife
bi = bz — S
Ende 7—Schleife
flir: =1 bis n
bi = bi/aii
Ende ¢—Schleife

3. Rickwartseinsetzen

fir i =n bis 1 (riickwérts)
s=0
fir j=(i+1) bisn
§=5+ Qg * bj
Ende j—Schleife
bi = bz — S
Ende 7—Schleife

18



Bandmatrizen

In der Anwendung treten oft symmetrische, positiv definite Bandmatrizen auf. Eine
Bandmartix A hat die Bandbreite m, wenn nur m Nebendiagonalen besetzt sind (alle
anderen Nebendiagonalen enthalten nur Nullen).

Eine solche Bandmatrix der Bandbreite m wird zweckmafligerweise anders gespeichert:

«— m+] —

* * * 0 —
* FmlE
: ul Il
=
* 2 gn
[ ] 2|a
L1
0 k... %
N—— - m —
m Nebendiagonalen Nebendiagonalen
Bandmatriz der Bandbreite m Speicherung auf einem (n,m + 1)—Array

Diese Speicherung hat den Vorteil, daf§ der Zeilenindex ¢ unverandert bleibt, nur der
Spaltenindex andert sich. Es gilt

a; k = g k—i+m+1
~— —_——
(n,n)—Matrix (n,m+1)—Matrix

Nutzt man die Bandstruktur beim Cholesky-Verfahren aus, so bendtigt man nur
noch ~ nm? Rechenoperationen (anstelle von n?) in der Zerlegungsphase.

Im Programm muf} eine andere Index-Rechnung durchgefiihrt werden. Hierbei ver-
dndern sich die Grenzen der inneren Schleifen (siehe néchste Seite).

Tridiagonalmatrizen

Eine Bandmatrix der Bandbreite m = 1 heifit Tridiagonalmatriz.

Zur Losung eines linearen GLS mit Tridiagonalmatriz kann der Gauf-Algorithmus in
spezieller Form (vgl- Literatur), oder bei symmetrischen, positiv definiten Tridiago-
nalmatrizen das Cholesky-Verfahren fiir Bandmatrizen der Bandbreite m = 1 benutzt
werden.

x % 0

.

0 x ok
Tridiagonalmatrix
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2. Cholesky-Verfahren fiir symmetrische , positiv definite
Bandmatrizen der Bandbreite m

1. LDLT —Zerlequng

fir : =1 bis n
fiir kK = max(1,7 —m) bis (i — 1)
s=0
fiir j = max(1,7 —m) bis (k —1)
§ =5+ Qi j—itm+1 * Ok j—k+m+1
Ende j—Schleife
@ k—itm+1 = Qi k—itm+1 — S
Ende k—Schleife
diag = a;m41
fir K = max(1,s —m) bis (i — 1)
h = a; k—itm+1/0k m+1
diag = diag — a; k—iymy1 * h
Qi k—itm+1 = h
Ende k—Schleife
falls diag < 1071% x |a; 41| = STOP , Matrix nicht positiv definit
Qi m+1 = diag
Ende 7—Schleife

2. Vorwartseinsetzen und Division durch d;;

fir i =1 bisn
s=0
fiir j = max(1,7 —m) bis (i — 1)
5= 58+ Qi j—itmt1 *b;
Ende j—Schleife
bi = bl — S
Ende i—Schleife
firt=1bis n
by = bi/aim+1
Ende i—Schleife

3. Rickwartseinsetzen

fiir i =n bis 1 (riickwérts)
5s=0
fir j = (i + 1) bis min(n,i + m)
§=5++ Aji—j+m+1* bj
Ende j—Schleife
bi = bl — S
Ende i—Schleife
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Schwach besetzte Matrizen

Eine Matrix heifit schwach besetzt, wenn sehr viele Nullen auftreten, aber keine spezi-
elle Bandstruktur vorhanden ist. Fiir solche schwach besetzten Matrizen benutzt man
eine spezielle Speichertechnik, die Skyline-Technik:

Beispiel:  symmetrische Matrix, nur der obere Teil wird gespeichert

10 2 _ 6
20 |4 0
30 0 0

40 5 6 L__

50 0 7

60 7

70

A = (10,20, 2, 30, 40,0, 4, 50, 5, 60,0,6,0,0,6,70,7,7).
Man speichert zusétzlich die Position der Diagonalelemente auf einem Index-Feld:
IND = (1,2,4,5,8,10, 16, 19).

3. Iterative Verfahren

Da der Rechenaufwand beim Gaufl-Algorithmus und auch beim Cholesky-Verfahren
~ n3 Operationen (bei voll besetzten Matrizen) betrigt, erhilt man bei grofien lin-
earen GLS sehr lange Rechenzeiten. Um diesen Rechenaufwand zu verringern, benutzt
man zur Losung grofler GLS besser iterative Verfahren. In diesem Kapitel werden wir
iterative Verfahren behandeln, deren Grundlage das Fizpunktverfahren ist. In einem
spateren Kapitel (Kap. VII , Gradientenverfahren) behandeln wir iterative Verfahren,
deren Grundlage das Gradientenverfahren ist. Zunachst befassen wir uns mit dem all-
gemeinen Fizpunktverfahren:

Fixpunktverfahren
g1 T

Gegeben: g: B CIR" — B mit g=| : , €EB.

84
I

dn Tn
Gesucht:  Fizpunkt ¢ € B , d.h.: §(¢) =¢.

Fizpunktverfahren

To € B Startvektor
fr+1:§(fr) N 7":0,1,...

Fragen:

1. Unter welchen Voraussetzungen konvergiert das Fixpunktverfahren gegen den
gesuchten Fixpunkt ¢ 7 Ist ¢ der einzige Fixpunkt von g in B 7

2. Wie gro8 ist im Falle der Konvergenz der Fehler ||Z, — ¢]|oc ?
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Antworten auf diese Fragen liefert der folgende Fizpunktsatz:

Satz 1.10 :  Fizpunktsatz
Die vektorwertige Funktion ¢: B C IR™ — B besitze stetige partielle Ableitungen

991 o9 , -,
s @) ... B, (%)
in B. Fir die Funktionalmatriz Jz(Z) = : gelte
Ogn Agn .,
. (@) ... B, (%)

L= (D)o < 1
o [ /5(7) oo <

(L heifit Lipschitzkonstante).

Dann gilt fiir das Fixpunktverfahren #,;; = §(Z,) mit beliebigem Startvektor
Zo € B:

lim ¥, =¢ , (¢ Fixpunkt in B)
rT—00

¢ ist der einzige Fixpunkt von ¢ in B.

Es gelten die Fehlerabschatzungen

L . . L
—L“Il —CUOHOO ) er—éﬂoo < 1-1

||fr - j‘7“71”00

| = llo < 5

Beweis :

Wir benutzen die co—Norm: ||#]|c = max |z;|. Die zugehorige Matrixnorm ist dann
1<i<n

n
die Zeilensummennorm: ||A||oc = max Z lai;|.
j=1

1<i<n
Es gilt
|Zr1 — Zrlloo = |G(Zr) — G(Tr-1) |0 = 112&){ 19:(Z) — 9i(Tr—1))|
<i<n
9gi(§) - - 100,
= 1%1?<an’ O0x; ((&); = (Fr-1))] = 1?%};2;‘ Ox; 1 = Er—lloc
J:

Hieraus folgt, wenn man diese Eigenschaft mehrmals anwendet:

|1Zr+1 = Zrlloo < LIy — Zrotlloo < L2ITr—1 — Fr—2lloo < ... < L7|Z1 — Tolloo -
Fiir beliebige m > r gilt dann

[~ Frlloo < 1Em — Emalloe + 1 = Fnlloo & o+ [1Frs = Frllo

< (Lm—l + [m—2 —|—...—|—LT)||fl _fOHOO =

—— 7 171 = Zoll
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LT
1—-L
Also ist (Z,) eine konvergente Cauchy-Folge in B C IR". Da IR™ vollstdndiger
normierter Raum (d.h. Banachraum), folgt hieraus:

= |Zm — Trlleo < | %1 — Zolloc — 0 fur m,r - 00 (da 0 <L <1).

Es existiert ein Grenzwert ¢€ B mit lim ¥, =¢ .
r— 00

Da g stetig in B, gilt: lim §(Z,) = §(¢) , also
r—00

¢= lim Z41 = lim §(Z,) =g(¢) = g@ =c¢c.
T—00 T—00
Also ist ¢ Fixpunkt von ¢ in B.
Dafl ¢ der einzige Fixpunkt in B ist, sieht man folgendermaflen:

Annahme: d sei weiterer Fixpunkt von ¢ in B, dann gilt

ld = clloc = [|g(d) = §(O)loo < Llld = oc < [|[d = ¢lloc

(nach obiger Eigenschaft (siehe letzte Seite), und weil L < 1 ist)

= |[d—{llo <||d—¢lloc = Widerspruch = ¢ ist einziger Fixpunkt.
Aus der obigen Ungleichung

1-L
L’I"
1—-L
Wahlen wir Z,._;1 als Startvektor, so folgt hieraus die Fehlerabschétzung

||fm - f7"”00 <

|¥1 — Zol|eo  folgt flir m — oo

1€ = Zrflo < 171 = Zolloo -

6= Frlloo < T

H—» —

Ly — $r—1Hoo .

Anwendung auf lineare GLS

Wir benutzen nun das Fixpunktverfahren, um gewisse lineare GLS naherungsweise zu
losen:

1. Gesamtschrittverfahren

Gegeben sei das lineare GLS A7 = b mit der reguliren (n,n)—Matrix A. Wir
zerlegen die Matrix A folgendermaflen

0o ... 0
A=U+D+W mit U=|" .
an1 ... GOpn-1 0
aiq 0 0 0 aia ... A1n
D= 0 . W=
. . . . Qn—1,n
0 ... 0 ann 0o ... ... 0

Dann erhalten wir anstelle des GLS A% = b :
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b—UZ-WZ =

8|
I

(U+D+W)Z=b = D

—

F=D1b-UZ—-W2Z) =:g(Z) (§ Fixpunktfunktion)

Koordinatenweise ergibt dies

1 1—1 n . .
(2 j:1 ]:Z+1

9y : : L :
Fiir die Elemente —g(f) der Funktionalmatrix Jz(#) erhalten wir:
Ly
dg; 0 Jfalls j =1
(@) =

Also gilt fiir die Lipschitzkonstante L

Y s £

%

n
i

L= max Z M Die Konvergenzvoraussetzung L < 1 bedeutet also, daf} die
Sisn ;45 |l

Matrix A diagonaldominant sein muf:

n
lai;| > Z lai;] V1<i<n (dh.: A ist diagonaldominant)
J=1j#i

Ist also A diagonaldominant, so konvergiert dieses Fixpunktverfahren. Es wird Ge-
samtschrittverfahren (oder auch Jacobi- Verfahren) genannt. Koordinatenweise lautet
das

Gesamtschrittverfahren

Wiéhle einen Startvektor Zp (z.B.: (Zp);i=1 ,i=1,...,n)).
Berechne fir »=0,1,...

B 1 i—1 B n B
(Fr41)i = — (bz‘ =Y ag(@); - > aij(ﬂﬁr)a) , (i=1,...,n)
n j=1 j=it1

bis ||Zr4+1 — Zrllec < € oder 7 zu grof (d.h.: keine Konvergenz).

Es gilt mit obiger Lipschitzkonstanten L die Fehlerabschatzung fiir die Naherung @41,
wenn £* die gesuchte Losung des GLS AX = b ist:

Lr+1
1-L

Je kleiner L, desto besser ist die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens, also:
je grofler die ”Diagonaldominanz” von A ist, desto besser ist die Konvergenz.

|Zr41 — T [|oo < 171 = Zolloo -
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Rechenaufwand

Bei jedem Iterationsschritt wird eine Multiplikation ”Matrix * Vektor” durchgefiihrt.
Das sind ~ n? Rechenoperationen. Werden weniger als n Iterationsschritte benétigt,
so ist der Gesamtrechenaufwand < n3® Operatinen, also weniger als beim Gauf-
Algorithmus. Ein weiterer Vorteil des Gesamtschrittverfahrens liegt darin, dafl es sehr
gut zur ”Parallelisierung” geignet ist, da jede Multiplikation ”Spalte * Vektor” (=
Skalarprodukt) getrennt durchgefiihrt werden kann, also auf einem Parallelrechner gut
zu realisieren ist.

2. Einzelschrittverfahren

Eine andere Aufteilung der Matrix A fithrt zum FEinzelschrittverfahren (oder Gauf-
Seidel-Verfahren):

U+D)Z=b—Wi =

—

F={U+ D)"Y (b—-W2Z) =: g(¥) (g Fixpunktfunktion)

Das Fixpunktverfahren lautet dann:

Try1=(U+D)y" Y b—WZ,) = (U+D)Z41=b—WZ7,
= 1 =DYb—UZpy — WZ,) .

Koordinatenweise erhalten wir damit das

Einzelschrittverfahren

Wihle einen Startvektor Zy (z.B.: (Zp); =1 ,i=1,...,n)).
Berechne fiir »=0,1,...

n

i1
(Zry1)i = i b; — Zaij(frﬂ)j - Z aij(Zy);) » (i=1,....,n)
a'L’L ]:1

j=i+1

bis ||Zr4+1 — Zrllec < € oder 7 zu grof (d.h.: keine Konvergenz).

Der Unterschied zum Gesamtschrittverfahren besteht darin, dafl auf der rechten Seite
schon die Koordinaten des neuen Iterationsvektors Z,,; auftreten. Dabei ist zu
beachten, dafl nur die schon berechneten Werte auf der rechten Seite benutzt wer-
den. Fiir ¢ = 1 ist die erste Summe auf der rechten Seite eine leere Summe; fiir i = n
ist die zweite Summe auf der rechten Seite eine leere Summe.

Konvergenzvoraussetzung

Man kann zeigen (vgl. Literatur), dafl auch das Einzelschrittverfahren konvergiert,
wenn die Matrix A diagonaldominant ist. In diesem Fall gilt die gleiche Fehlerab-
schatzung wie beim Gesamtschrittverfahren.
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Man kann sogar zeigen, daf eine etwas schwachere Voraussezung fiir die Konvergenz
gentligt: Die Matrix A mufl ”fast” diagonaldominant sein, d.h. ~: in einigen Zeilen
n

geniigt die Voraussetzung:  |a;;| = Z la;j| anstelle des echten > Zeichens.
j=1.j#i

Beispiel (aus Kap. VIII | Differenzenverfahren)
A sei die folgende symmetrische (25, 25)—Matrix

B D
D B D
A= D B D
D B D
D B
mit den Teilmatrizen (jeweils symmetrische (5,5)—Matrizen)
4 -1 -1
-1 4 -1 —1
B= 14 -1 . D= 1
-1 4 -1 —1
-1 4 -1

A ist also eine Bandmatrix der Bandbreite m = 5.

A ist "fast” diagonaldominant, in den dufleren Zeilen gilt |a;;| > Z laij;,

j=1.j#i
in den mittleren Zeilen gilt nur ”=".
Die rechte Seite sei b mit b; = —-1/18 Vi=1,...,n.
Beim Startvektor Ty mit (%Fy); =1 Vi =1,...,n und einem Fehler ¢ = 1078

wurden 68 Iterationen benétigt. Beim Gesamtschrittverfahren bekommt man die
gleiche Losung sogar erst nach 120 Iterationen. Dieses Beispiel zeigt uns, dafl es sin-
nvoll ist, das Einzelschrittverfahren so zu verbessern, dafl die Anzahl der benétigten
Iterationen wesentlich verkleinert wird. Dieses Ziel wird mit Hilfe eines Relaxation-
sparameters w erreicht. Das zugehorige Verfahren heifit

3. Uberrelaxationsverfahren (oder SOR-Verfahren)
Wir fithren einen zusatzlichen Relazationsparameter w folgendermaflen ein:

(-4 DU+ W)Z=b = U+iD)E=b-(1-1)D7-Wz =

F=U+1D)""(b— (1~ 2)DF - WZ) =:§(# (§ Fixpunktfunktion)

Das Fixpunktverfahren lautet dann:
U+ 1Dz, =b—(1-1)Di, - Wz,
= Zp=wD b (1-1)DF, ~UZ 1 — WT,) .

Koordinatenweise erhalten wir damit das Uberrelazationsverfahren
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Uberrelaxationsverfahren

Wiéhle einen Startvektor Zp (z.B.: (Zp);i=1 , i=1,...,n)).
Berechne fiir »=0,1,...

- w -
(;L’T_'_]_)i = a_ (bz — (1 — a/“ xr Za” xT—l—l Z a/lj(xT‘)]>
17

1=1,...,n

bis |[|Zr4+1 — Zrl|ec < € oder 7 zu grof (d.h.: keine Konvergenz).

Fiur w =1 erhalten wir das Einzelschrittverfahren. Man versucht w > 1 so zu
wahlen, dal das Verfahren moglichst schnell konvergiert.

Algorithmus: ~ Uberrelazationsverfahren

Wihle Startvektor z; , i=1,...,n (zB.: z;=1,i=1,...,n)

Berechne fiir k =1,2,... {k Anzahl der Tterationen}
fir i =1 bis n
s=0

fir j =1bis (i —1)  {leere Schleife fiir i = 1}
§=8— Qi * Uy
Ende j—Schleife
fir j = (i+1) bisn  {leere Schleife fiir i = n}
§ =38 — 0y * Xy
Ende j—Schleife
u; =w* (b +8)/a;; + (1 —w) *x;
Ende i—Schleife
mazx = 0
flir+ =1 bis n
falls |u; — ;| > max = max = |u; — z;
Ende i—Schleife
firi=1bisn: xz; = u;
bis max < € oder k zu grof3

Beispiel von S.26
Startvektor: #y mit (Zp);=1 Vi=1,...,n; , e=10"8

w=1 = 68 Iterationen (Einzelschrittverfahren)

w=13 = 28 Iterationen

w=135 = 22 Iterationen (optimales w fiir dieses Beispiel)
w=1.4 = 23 Iterationen.

Fir bestimmte Matrizen existieren Aussagen iiber das optimale w (vgl. Literatur).

In Kap. VII (Gradientenverfahren) werden wir ein weiteres iteratives Verfahren zur
Losung von linearen GLS behandeln: das cg- bzw. pcg-Verfahren.
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ITI Nichtlineare Gleichungssysteme

Newton-Verfahren

Gegeben: n Gleichungen mit n Unbekannten

fl(lL‘l,...,In) = 0
fg(ﬂ?l,...,xn) =0

folz1,...,xy) =0
fi L1
In Matrizenschreibweise erhalten wir fir f = | , :

fn T,

8y
I

f@) =0

Gesucht: & Nullstelle von f(Z) =0 .

Voraussetzungen:

Die Funktionen f; seien in einer Umgebung der gesuchten Nullstelle Z* 2—mal stetig
differenzierbar, und die Funktionalmatrix

ofr of1 -
TrE) =1 z
afn — afn —

von f sei in dieser Umgebung regulir , d.h.: inl(:i’) existiert.

Sei Zo ein Startvektor. Dann fihren wir fiir die Funktionen f; eine Tayloren-
twicklung bis zur 1.0rdnung durch, d.h.: f wird durch das Taylorpolynom 1.Ordnung
linearisiert:

Setzen wir nicht f;(Z) = 0 , sondern das Taylorpolynom 1.Grades = 0, so erhalten
wir

> 25 (), — ) = i)+ i=toen

Jj=1
Fiihren wir den Vektor z'= ¥ — &y ein, so lauten diese Gleichungen

(@) 2) = —fil@0) . i=1....n,

mit der Funktionalmatrix J f(fo) von f In Matrizenschreibweise erhalten wir

28



Die Losung dieses linearen GLS sei der Vektor Z,
Ty, = Ty + Z ergibt dann die niachste Naherungslosung.

Allgemein erhalten wir somit das Newton-Verfahren:

Newton-Verfahren

Wahle Startvektor &y .
Berechne fiir r =0,1, ...

—

J#(Zr) Z = —f(Z;) lineares GLS losen

Tpy1 =Tp + 2

—

s ||f(Zr41)]l <€ und ||Z]] < (oder r zu groB (keine Konvergenz)).

—

Schreiben wir das lineare GLS J#(#,) Z = —f(Z,) anders auf:

JHE) For — 8) = —[(&,) & Tppr =, - (Jf(:z’r))_ (&) , so sieht man, daB
das Newton-Verfahren ein Fixpunktverfahren ist. Die Fixpunktfunktion lautet:

§@) =3— (J{®) f@

Um die Konvergenz des Newton-Verfahrens nachzuweisen, miissen wir die Vorausset-
zungen des Fixpunktsatzes (vgl. Satz 1.10 , S.22) iiberpriifen.

g ist stetig differenzierbar in einer Umgebung U(Z*) (Z* gesuchte Nullstelle von f

und damit Fixpunkt von g) , da f 2—mal stetig differenzierbar ist. Weiter mufl
gelten: L = ma>g : | J5(Z) |00 < 1.

Aus obiger Glelchung folgt:

JHD) §(F) = A7) 7 - (@) .

Differentiation nach x; ergibt

of (@)

o, (770) 30+ 940 G2 = 5 (90) 2+ s e - 20

Setzen wir in diese Gleichung 7 = #* (gesuchte Nullstelle von f) ein, so erhalten

wir, da f(#*) =0 und §(@)=7* (da @ gleichzeitig Fixpunkt von §)
o 09F) o ) s

Jf’(f)'} ) 8331 :Jf’<$ )GZ‘— 8%2 :0,

da J#(2")é; und 8?; ) jeweils die i—te Spalte von J#(Z*) ist.

Da J f(i’*) reguldr vorausgesetzt wurde, folgt hieraus
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9g(z")
axi

=0 Vi=1,....,n <& Jz&@)=0 (Nullmatrix)

Da Jz(2*) =0 = [J3(Z")]|sc =0 .

Da a—zz stetig in einer Umgebung von &*, existiert eine Umgebung Uy (Z*) mit
L= max [[J3(Z)|lec <1.

Alsoxgeilt der folgende Satz:

Ze€Uo (Z)

Satz 2.1 : Konvergenz des Newton-Verfahrens

Ist f 2—mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der gesuchten Nullstelle z*,
und ist dort die Funktionalmatrix J f(a_:') von f requldr, so konvergiert das Newton-
Verfahren gegen die gesuchte Nullstelle *, falls der Startvektor &y "nahe” genug bei
Z* gewahlt wird.

Problematik: Da man in der Praxis nicht weifl; was "nahe” genug heif3t, ist die Wahl
eines geeigneten Startvektors @y oft nicht sehr einfach (vgl. spétere Beispiele).

Unter der Voraussetzung der Konvergenz des Newton-Verfahrens und unter der zu-
sitzlichen Voraussetzung, dafl f sogar 3—mal stetig differenzierbar in einer Umgebung
von z* ist, kann man sogar quadratische Konvergenz zeigen:

Satz 2.2 :  Quadratische Konvergenz

Ist f 3—mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der gesuchten Nullstelle Z*, und
konvergiert das Newton-Verfahren, so gilt quadratische Konvergenz , d.h.:

1Zrs1 = (oo < K& — &[5, » K >0

Quadratische Konvergenz bedeutet: In jedem Iterationsschritt wird die Anzahl der
richtigen Stellen ungefahr verdoppelt, denn sei

1Z, — |0 <107% = [|Zrg1 — T¥]|0e < K - 10724,

Beweis von Satz 2.2

Wir fiihren fiir die Fixpunktfunktion ¢ eine Taylorentwicklung um £* bis zu 2.0rdnung
durch

(@r41)i = 6i(de) = 6:(7") +Zag6;xj Z,); — (F);)
+% J;k_1 gxfla(x’)f vr)j — (@);)((Zr)k = (T°)k)

=0 V1<i,j<n (daJz(&*)=0), folgt hieraus
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-T2 Vi=1,...,n

1 — 92g;
|(Zrq1)i — (@7)i] < 3 ZZ 8958(53)

Beispiel n =2: zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
fl (‘/Ea y) =0
f2 (.Z’, y) =0.

ofh  ofi

, , : ¢ (N : | 9z Oy
Die Funktionalmatrix von f = ( £ lautet: J f(xay) — | 0fs Ofs

Oz 0y / (zy)

Das lineare GLS Jx(x,,yr) Z = —f(@,,yr) geht iiber in
Z= —inl(ajr, yr) ]F(xrvyr)'

Mit (xTH) = (xT) + 2 folgt hieraus
Yr+1 Yr
<xr+1) _ (xT> . le(mr7 y'r) (fl(xr7y7‘)) )
Yr+1 Yr f2($7“7y7“)
Fiir eine (2,2)—Matrix &8t sich sehr einfach die inverse Matrix berechnen, es gilt

(a b L1 d —b
A_(C d) -4 _ad_bc(_c )

Damit lautet das Newton-Verfahren fiir den

) =0
Spezialfall von n =2 Gleichungen: fi(z,y)

f2($ay) =0
(xr—i-l) _ (xr) _ 1 < f2y _fly) (fl)
Yrt1 Yr fiafoy = fiyfoa \—fox Fro )y \F2) (2, )

Beispiel hierzu

fi(z,y) =3y — 2zy — y?
fa(z,y) = 3z — 2 — 22y .

In diesem Beispiel kann man die Nullstellen von f exakt berechnen:

0 ; ; ) 0 ; ! sind die exakten Nullstellen von f.
0 0 3 1

Funktionalmatrix von f Jf(x, y) = (3 —2y 3— 2z — 2y>

— 2z — 2y —2x
_ 1 —2x -3+ 2z + 2y
J1 — .
7oy = det J A, )(—3+2:1:+2y —9y )
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Fiir dieses Beispiel erhalten wir folgende Ergebnisse

T Ty Yy T Ly Y
0| 1.0000000000 2.0000000000 0 5.0000000000 2.0000000000
1 [—1.0000000000 4.0000000000 1] 3.1481481481 1.0370370370
2 1—0.2000000000 3.2000000000 2| 2.5603843739 0.4272538510
31—0.0117647059 3.0117647059 3| 3.0996747240 |—0.0935314446
41-0.0000457771 3.0000457771 41 3.0034317253 |—0.0030725371
5 |—0.0000000007 3.0000000007 51 3.0000046482 |—0.0000038721
6| 0.0000000000 3.0000000000 6| 3.0000000000 0.0000000000
r Ty Yr
0 1.0000000000 1.8000000000
11 3.9090909091 |—2.7818181818 T T, Y
2| 2.5958621188 |—0.5797602927 0 [—2.0000000000 |—2.0000000000
3| 2.5024042686 0.2206499611 1 [—0.8000000000 |—0.8000000000
41 3.2447414925 |—0.1140206816 21-0.2461538462 |—0.2461538462
5| 3.0240283147 |—0.0114461709 31—0.0406026963 |—0.0406026963
6| 3.0002816995 |—0.0001363896 4 |—0.0015247602 |—0.0015247602
71 3.0000000397 |—0.0000000194 5 1—0.0000023178 |—0.0000023178
8 3.0000000000 0.0000000000 6| 0.0000000000 0.0000000000
r Ly Yr
T fo Yy 0| 2.0000000000 2.0000000000
0] 1.0000000000 1.4000000000 1] 1.3333333333 1.3333333333
1| 1.1355932203 0.8779661017 2| 1.0666666667 1.0666666667
21 0.9910564603 0.9975685216 3| 1.0039215686 1.0039215686
31 0.9999924172 1.0000660352 4| 1.0000152590 1.0000152590
41 1.0000000026 0.9999999983 51 1.0000000002 1.0000000002
51 1.0000000000 1.0000000000 6| 1.0000000000 1.0000000000

Im folgenden Bild sind die ”Wege” aufgezeichnet, die bei der Durchfithrung des

Newton-Verfahrens bei verschiedenen Startwerten zuriickgelegt werden:
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Nachteil des Newton-Verfahrens

berechnet

ofi(Z
Bei jedem Iterationsschritt miissen alle partiellen Ableitungen fg)( r)

x .
werden. Die Koeffizientenmatrix J#(Z,) ist also bei jedem Iterationsschritt neu zu
berechnen, und damit ist in jedem Iterationsschritt ein komplettes lineares GLS zu
losen.

Vereinfachungen des Newton-Verfahrens

1. Man berechnet nur fiir den Startvektor 7y die Matrix J f(fo) und ersetzt dann
J7(Z;) immer durch J#(Zo). Dann muff nur einmal die LR-Zerlegung berechnet
werden. Bei den einzelnen Iterationsschritten mufl dann nur noch das Vorwarts- und
Riickwartseinsetzen durchgefiithrt werden.

Dieses Verfahren ist nur sinnvoll bei sehr guten Startvektoren. Man erhalt schlechtere

Konvergenz oder Divergenz.

2. Man berechnet nur alle 3 — 5 Schritte die Funktionalmatrix J f(fr) neu. Auch
dies fiihrt i.a. zu schlechterer Konvergenz oder Divergenz.

3. Man ersetzt die partiellen Ableitungen durch Differenzenquotienten. Diese Mog-
lichkeit sollte nur dann benutzt werden, wenn die partiellen Ableitungen nicht oder
nur sehr aufwendig berechnet werden konnen. Auch diese Methode fiihrt i.a. zu
schlechterer Konvergenz oder Divergenz.

Verbesserung: Gedampftes Newton-Verfahren

Bei ungiinstigen Startvektoren kann es passieren, dafl das Newton-Verfahren diver-
giert. Um sicher zu gehen, dal der nichste Iterationsvektor .1 "besser” ist als
Z, , fihrt man einen Ddmpfungsparameter a ein:

Gedampftes Newton-Verfahren

Wahle Startvektor Zj .
Berechne fiir r =0,1,...

7 (%) 2= —f(Z,) lineares GLS losen
wihle a =1,1/2,1/4,1/8..., bis ||f(Z, + a2)|| < (1 — %)Hf(@)n

Fyon = Ty + aF

—

bis | f(Zry1)ll <€ und [[Z] <&
(oder « zu klein oder r zu grof§ (keine Konvergenz)).

Damit ist gesichert, da} Z,,; eine "bessere” Naherung als &, ist. Wird hierbei
a zu klein, so ist die Konvergenz nur sehr langsam. Liegt o im Bereich der Rechenge-
nauigkeit, so ist das Verfahren zu beenden. In diesem Fall sollte man einen anderen
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Startvektor wéhlen. In der obigen Ungleichung tritt der Faktor (1 — §) auf, damit
nicht nur auf Grund von Rundungsfehlern der Wert ”besser” geworden ist.

In den beiden folgenden Bildern ist der Unterschied zwischen klassischem - und ge-
dampftem Newton-Verfahren zu erkennen. Fiir das Beispiel von S.31 sind jeweils die
Punkte gekennzeichnet, die als Startvektoren die Nullstelle (1) angesteuert haben:

Gedampftes Newton—Verfahren
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Anwendungsbeispiel Berechnung von Extrema
Gesucht:  Die relativen Ezxtrema einer Funktion h(xy,xa,...,2,).
Notwendige Bedingung: grad h(Z) = 0.

Das sind n Gleichungen fiir die n Unbekannten x4, ..., x,, also

hoy (21, ...,2n) =0
hey(1,...,2,) =0

he, (1,...,2,) =0 .
82h(373)>

Die Funktionalmatrix enthéalt dann die 2—ten partiellen Ableitungen ( D20
L0

Beispiel hierzu: n =2: Gegeben: h(z,y) , 2—mal stetig differenzierbar.
Gesucht: relative Extrema.

ha(z,y) =0

hy(z,y) =0
Fiir diesen Fall lautet das Newton-Verfahren

) =) =y (e, ) ()
Yr+1 Yr hmhyy_hgy ~hay T (xr,yr) hy (w7-7yr)‘

Beispiel hierzu:  h(x,y) = zy(3 — z —y) = 3zy — 2%y — 2/

Notwendige Bedingung:

= h,=3y—2zy—y®> , h,=3x—2?—2zy (vgl. Beispiel S.31).

1
hy =hy =0 = (8) , (3) , (g) , (1) sind mogliche Exrema. Mit Hilfe

1
der hinreichenden Bedingung kann man sehen, dal nur bei ] ein relatives Ex-

tremum (Maximum) vorliegt. An den anderen Stellen sind keine Extrema sondern
Sattelpunkte.
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Bemerkung : Bei Extremwertaufgaben konnen auch andere Verfahren benutzt
werden, z.B.:  Gradientenverfahren (vgl. Kap. VII).

IIT Eigenwertberechnung bei Matrizen

Gegeben: Eine reelle (n,n)—Matrix A (mit a;; € IR).
Gesucht: A€ € und € @"\{0} mit AZ=\7.
A heifit EW (Eigenwert) , Z zugehdriger EV (Eigenvektor) von A.

Anwendungsbeispiel

—

Gegeben: Lineares DGL-System mit konstanten Koeffizienten ¢’ = Ay + b(x) .
Gesucht: Losung des homogenen Systems 3/ = Ay .

Ansatz  j(x) = Ce* = I’ = AGe’ = A= )¢ (da e #0)
= Aist EW | ¢ zugehoriger EV von A.

Im folgenden benutzen wir viele Eigenschaften, die wir bereits in Satz 1.4, S.9, gezeigt
haben.

Fiir sehr kleine Matrizen (n < 3) kann man die EW einer Matrix als Nullstellen
des charakteristischen Polynoms det(A — AE) bestimmen. Bei gréfleren Matrizen
ist der Rechenaufwand zur Berechnung der Determinante (=n!) zu gro, und die
Berechnung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms numerisch sehr unsta-
bil, d.h.:  bei kleiner Ungenauigkeit der Koeffizienten des Polynoms treten grofie
Fehler bei der Berechnung der Nullstellen auf. Deshalb miissen in der Praxis andere
numerische Verfahren zur Berechnung der EW einer Matrix benutzt werden. Wir
werden drei wichtige Verfahren behandeln: 1. von Mises-Verfahren , 2. Wielandt-
Verfahren , 3. QR-Algorithmus , wobei das Wielandt-Verfahren eine Variante des
von Mises-Verfahrens ist.

1. von Mises-Verfahren

Ziel:  Berechnung des betraglich gréfsten EW von A und eines
zugehdrigen (normierten) EV.

Voraussetzung: A diagonalisierbar , d.h: es existiert C' (regulér) mit
C~1AC = D , (D Diagonalmatrix).
Seien A1, Ag, ..., A, die EW von A mit  |[A] > |A2| > ... > |A,| und
§1 , 8 , ... , §, zugehorige EV,
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n
To mit Ty = Zcﬁi , ¢1 # 0, sei Startvektor. Dann gilt
i=1

n n
A2\" An\"
Arj'o = ZciATE'i = ZCZ)‘:‘;’L = )\7{ (Clgl + C2 <)\—2> §2 + ...+ Cn<>\—n) §n> .
i=1 i=1 ! !

Ai\" . Ai :
Es gilt <—) —0 fir r—o00,da |—|[<1 Vi>2
A A

Also gilt fiir grofle r: A"Tg ~ K57 .
Da Ks; EVzu )\, = A"Z, konvergiert fiir 1 — oo gegen einen EV zum betraglich
grofften EW Ay von A.

Also miissen wir die Matrix A mehrmals auf den Startvektor 7y anwenden, um
naherungsweise einen EV zu A; zu erhalten.

Nachteil:  ||K351|| wird gro8, falls [A;| > 1. Deshalb mufl nach jedem Schritt der
neue Iterationsvektor normiert werden. Das Verfahren ist also sehr einfach durch-
zufithren:  Auf den Startvektor 7y wird sukzessive die Matrix A angewendet, und
nach jedem Schritt wird der neue Vektor normiert. Wir benutzen die ||... ||c-

von Mises-Verfahren

Wihle Startvektor #y (z.B.: (@y);=1 Vi=1,...,n).

Bestimme Index ¢ mit |(Zo);| = max [(Zo);] -
1<j<n
Berechne fiir r =0,1, ...
1_[1"4—1 = Afr
bestimme Index &k mit [(Uy4+1)k] = max |(dr+1);]
1<j<n
i1 = ﬁr—kl)z f L= Ur—l—l
" (fr)z , " |(ﬁ7‘+1)k‘|
i=k
bis |pri1 — pir] <€ und |||Z41| — |Z|]| <6 (hierbei sei || = (|21], ..., |za])T).
Satz 3.1 : Konvergenz des von Mises-Verfahrens

Sei A diagonalisierbar; fiir die EW \; von A gelte |A1| > [A2| > ... > |\,|, S; seien
zugehorige EV zu \;. Fiir den Startvektor Zy gelte Zy = Z?:l ¢;S; mit ¢ # 0.

Dann konvergiert das von Mises-Verfahren fiir » — oo, und zwar

pri1 — A1 (betraglich grofiter EW von A)

Ty — 51 (zugehoriger EV zu \p)
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Beweis :

Aus obiger Herleitung folgt, dafl #, — §1. Da  (ur412,); = (Ur41): = (AZ,); und
T, — 81 und damit Ail—fr — Agl = (ﬁr—}—lfr)i — (Agl)z = ()\15'1)@ = MUyl — Al

Bemerkung : Ist eine der Voraussetzungen des Satzes 3.1 nicht erfiillt, so kann
das von Mises-Verfahren divergieren.

Konvergenzverbesserung, Spektralverschiebung

Die Konvergenz des von Mises-Verfahrens hangt wesentlich ab von den Quotien-
|Adl
Adf
von Mises-Verfahren. Durch Verschiebung des Spektrums (Menge der EW) kann man
versuchen, diese Quotienten zu verkleinern:

ten

i > 2. Je kleiner diese Quotienten sind, desto besser konvergiert das

Betrachtet man anstelle der Matrix A
die Matrix B = A — «F, so hat B die T .
EW u; = A\; — a. Wendet man das P"n X AoN
von Mises-Verfahren auf die Martix B an,
i Ai —

so erhalt man die Quotienten 2 = | o .

Iui\ A1 — ié!
Ziel ist es, a so zu wahlen, dafl [Ai — af < il gilt.

A —a] A

Das von Mises-Verfahren, angewendet auf die Martix B, konvergiert dann (unter den
entsprechenden Voraussetzungen) gegen den betraglich grofiten EW px = A\, —a und
einen zugehorigen EV. Man kann mit dieser Spektralverschiebung auch andere (als den
betraglich grofiten) EW von A berechnen.

Beispiel
Esgelte Ay >Xo>...> X\, >0. f
Sei A1 schon berechnet. Wahle o = A;. A oc}\l -

Dann erhélt man den kleinsten EW A,, von A,
denn u, = A\, —a ist dann der betraglich
grofite EW der Matrix B = A — aF.

Beispiele
1 2 4 8
2 4 8 1
A=14 81 2
8 1 2 4
EW: X\ =15, \p3 = +3V5 ~ £6.7082039 , Ay = —5 .
Ergebnus:

A1 = 15 nach 21 Iterationen, Verschiebung oo =0 ,
Ay = —5 nach 3 Iterationen, Verschiebung o = 15 .
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1 -2 -1

A=\ -4 -7 7
-2 -8 5
EW: )\172 =431, A\3 = —1. Es gilt nicht: |)\1| > ‘)\2|
Ergebnus:

Keine Konvergenz bei Verschiebung o« = 0 |
Ao = —3¢ nach 42 Iterationen, Verschiebung o = 0.5 4 2.5¢ .

A=

DN =~ Ot
N O
N DN DN

EW: )\1:10, )\273:1.
Ergebnus:

A1 = 10 nach 10 Iterationen, Verschiebung ao =0 ,
A2,3 =1 mnach 3 Iterationen, Verschiebung o = 10 .

Hilbertmatriz (vgl. S.14)

n=4: A; = 1.50021 nach 12 Iterationen, Verschiebung o =0 .
Keine Konvergenz bei Verschiebung oo = 1.5 .

n=_8: A =1.69594 nach 15 Iterationen, Verschiebung o =0 .
Keine Konvergenz bei Verschiebung o« = 1.7 .

Wenn man den betraglich kleinsten EW von A sucht, ist es besser, das folgende
Wielandt- Verfahren zu benutzen, als eine Spektralverschiebung beim von Mises- Ver-
fahren direkt duchzufiihren.

2. Wielandt-Verfahren

Ziel:  Berechnung des am nachsten bei einer vorgegebenen Zahl o gelegenen EW von
A und eines zugehdrigen (normierten) EV.

Man wendet das von Mises-Verfahren nicht auf die Matrix A, sondern auf die Ma-
trix B = (A —aFE)"! an. Die Matrix B = (A — aE)~! hat die EW 5

; —
zugehorigen EV s;, wenn \; die EW von A mit zugehérigen EV §; sind. Der betraglich

mit

groffite EW von B, also max liefert dann den am néchsten

N —a|  min|\; — o
bei a gelegenen EW \; von A. Gleichzeitig erhélt man einen zugehédrigen EV s;.
Man benutzt beim von Mises-Verfahren nicht die inverse Matrix B = (A — aFE) ™1,
sondern 16st jeweils das lineare GLS (A — aE)u,4+1 = T,
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Wielandt-Verfahren a vorgeben

Wihle Startvektor Zp (z.B.: (Zp); =1 Vi=1,...,n).
Berechne fiir r =0,1,...

(A— aF)t,41 =&, lineares GLS losen

bestimme Index ¢ mit |(@y41);| = max [(Uy41);]
1<j<n
o (ffr)z - o 7~_[r+1
Hry1 = & + = y  Lr+l = 75
(Ur+1)i | (@41
bis |pra1 — pr] <€ und |||Za1] — |Z0]]] <6 (hierbei sei |Z| = (|z1],...,|z.])T).

Unter den entsprechenden Voraussetzungen (analog den Voraussetzungen beim von
Mises-Verfahren) konvergiert

fr — A;  (am néchsten bei a gelegener EW von A)
Zr — §;  (zugehoriger EV).

Beispiele
1 2 4 8
2 4 1
A=1y g é13 2
8 1 2 4
EW: X\ =15, A3 = +3v/5 ~ +6.7082039 , A\, = —5 .
Ergebnus:

a=—-4 = X;= -5 nach 26 Iterationen,
a=6 = Xy =06.7082 mnach 24 Iterationen,
a=6.7 = Xy =6.7082 mnach 10 Iterationen.

Hilbertmatriz (vgl. S.14)

n=4 a=0 = )\ =0.0000967 nach 8 Iterationen (betraglich kleinster EW),
n=8 a=0 = X\ =1111-107!" nach 8 Iterationen (betr. kleinster EW).

Bemerkung : Berechnung eines zum EW X gehérenden EV ' §

Das Wielandt-Verfahren kann auch dazu benutzt werden, zu einem EW X einen
zugehorigen EV § zu berechnen. In diesem Fall wahlt man o ~ A als Verschiebung.

Bemerkung : Berechnung der Konditionszahl k(A) einer Matrix A (vgl. S.12)

Beim Wielandt-Verfahren erhalt man mit der Verschiebung o = 0 den betraglich
kleinsten EW. Das von Mises-Verfahren liefert den betraglich groffiten EW. Zusammen
erhélt man damit die Konditionszahl k(A) einer Matrix A, denn es gilt bzgl. der

I|.. 2 :
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k(A) = P it 1 ist der grofte EW von AT A | p, der kleinste EW von AT A.
V b

Im Spezialfall einer symmetrischen Matrix A gilt:

A
k(A) = ||)\—1|’ mit Ap ist der betraglich grofite EW von A, A, der betraglich kleinste
EW von ff

Das Wielandt- und von Mises-Verfahren berechnen jeweils nur einen bestimmten EW
(mit zugehorigem EV). Sollen alle EW einer Matrix A berechnet werden, so muf} ein
anderes Verfahren benutzt werden. Das Verfahren, das fiir die meisten Matrizen am
besten geeignet ist, ist der QR-~Algorithmus.

3. QR-Algorithmus

Ziel:  Berechnung aller EW einer Matrix A.

Die zugehorigen EV konnen dann mit Hilfe des Wielandt-Verfahrens berechnet wer-
den.

1. Schritt Orthogonale Transformation auf obere Hessenbergform

Wir bestimmen eine orthogonale Matrix U so, dafl

UTAU =10
0 ... O * %

FEine Matrix, die die Form der Matrix auf der rechten Seite annimmt, heifit obere
Hessenbergform, d.h.: alle Elemente unterhalb der ersten Nebendiagonalen sind = 0.

Die Transformation auf Hessenbergform wird durchgefiihrt, damit der folgende QR-
Algorithmus schneller ist.

Die orthogonale Matrix U kann als Produkt von orthogonalen Drehmatrizen

Uj , i=3,...,n, j=1,...,n—2), konstruiert werden. Dabei soll die orthogonale
Transformation U;g /NlUij das Element a;; zu Null machen. Vorher entstandene Nullen
diirfen dabei nicht verandert werden. Die gesamte orthogonale Matrix U ist dann das
Produkt dieser orthogonalen Drehmatrizen:

UTAU - (U31 ‘e Unyn_2>TA(U31 ‘e Un,n—2> = Uin—2 . e (Ug;lAUgl) e Un,n—2 .
Konstruktion der Drehmatriz U; ;

In allen Zeilen der Matrix U,; stehen Einheitsvektoren bis auf die Zeile (j+1) und .
An der Stelle (j+1,7+1) und (i,i) steht ¢ = cosa, an der Stelle (j+1,47) steht
s =sina und an der Stelle (7,7 +1): —s= —sina.
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1
1
¢ ’ = U+
1
Uij:
1
—s c - 1
1
1

T T

(j+1) i

In der Matrix A seien bereits Nullen erzeugt in den Spalten von 1 bis (j — 1). In der
j—ten Spalte seien Nullen erzeugt bis zum Element a;_; ;, also

ai
a21
0
0 Aj+15 | Gj+1541  --- Qg
0
A= :
0
Qg Qg,5+1 - Qi
0

Bei der Multiplikation von links mit UZQ; treten nur Veranderungen in den Zeilen
(j + 1) und i der Matrix A auf:

/ .
Qi1 =C*ajp1k —S*aik,  , k=j,...,n

!/ .
Ay, = S*Qjp1p+C*xap,  , k=7,...,n

Bei der Multiplikation von rechts mit U;; treten nur Veranderungen in den Spalten
(j+ 1) und ¢ auf:

" o ! ! o
A jr1 =C*ap 1 —S*ay , k=1,....n

7 ’ / _
ap; =s*ag ;1 +cxay, , k=1,...,n

Damit das Element a;j =0 wird, werden ¢ =cosa und s =sina folgendermaflen
gewahlt:
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Wahl von ¢ und s

Falls  aj41;,=0 = ¢=0,s=1
it —Q;;
o o 2 2 e V) = —
sonst w = 519”(%+1,J)m 67 w 8T w

Dann gilt: ¢ +s2 =1 und agj =s*ajy1,; +cxa;; =0 und

2 2 2
a“ . as. w
’ _ _ gty iy _
CLj_i_Lj—C*CLj_'_l’j—S*CLij——7—|—————’LU.
w w w

2. Schritt Iterationsverfahren 7QR— Algorithmus”
Wir setzen nun voraus, dafl die Matrix A obere Hessenbergform besitzt.

QR-Algorithmus

Ayg=A , berechne fir m=0,1,...
Ay = QR (QR — Zerlegung)
Am+1 = RQO

Hierbei ist @,, eine orthogonale Matrix , R, eine obere Dreiecksmatriz.

Da Q,, orthogonal = Q. !'=QL = (aus A, = QmRn) Rn=QLA, .
Setzen wir dies in die zweite Gleichung A,, 11 = R, @, €ein, so erhalten wir

Api1=QLA,Q,, = A,y ist orthogonal dhnlich zu A,,.

Analog ist A,, orthogonal dhnlich zu A,,, 1, A,,—1 orthogonal ahnlich zu A4,,, 5, ...,
A; orthogonal dhnlich zu 4g = A =

A,, ist orthogonal dhnlich zu A fir alle m=1,2,....
Also verdndern sich beim QQR—Algorithmus die EW von A nicht (die EV werden

beim QR-Verfahren veréndert).
Ziel des QR— Algorithmus:  A,, — D firm — oo (D ”fast Dreiecksform”),
d.h.: a,(;,?) — g a](ﬂc)_l — 0 , falls Ay reeller EW von A ,

(m) (m)

(m) (m)
oder ( Gk Okt ) B mit B hat die komplexen EW Ay, Ap11 von A
A1k Qg1 k1

mit )\k—|—1 = Xk

Berechnung der QR— Zerlegung

Gesucht: orthogonale Matrix Q mit A = QR , R obere Dreiecksmatrix.
Da Q orthogonal, also Q' =QT = QTA=R.

Die Matrix Q7 setzt sich wieder aus orthogonalen Drehmatrizen P;; zusammen:

43



QT = Pn,nflpnfl,n72 o Py
Die Matrix Pr41, mufl das Element agyir zu Null machen. Dabei diirfen die
vorher erzeugten Nullen nicht verandert werden.

Konstruktion von Pyi1 g

Ppi A=

1 al1

—S ALk Ak, k+1
C Ar4+1,k  QAk+1,k+1

aii

! !
Arr O v
/
0 apiq 441

Verdnderungen treten nur in den Zeilen & und (k+ 1) auf (ab Spaltenindex % , da
vorher nur Nullen in der Matrix A vorkommen), also

/ .
Apj = C*Akj — S* Aky15 1=Fk,....n

/ -
A1, = S*agj+c*xagyry , jJ=k,....n

c und s miissen so gewéhlt werden, dal aj_ ,, =0 wird:

Wahl von ¢ und s

Falls aw, =0 = w=lagt1k| , ¢=0, s=—sign(ag+i,x)
Qfk —Ok+1,k
sonst w:,/azkﬁ-aiﬂk , c=— g =tk
’ w w

Dann gilt: ¢ +s2 =1 und aﬁcH,k =sxapr +cxaprrr =0 und

a? az w

kk k+1,k

App = C* Ak — S * Qg1 k + w .
w w

Da Aneu = QTAath s gllt mit QT = Pn,n—l N P21
Aneu = Inmn-1--- PZlAalt(Pn,n—l ce P21)T = Inmn-1--- P21AaltP271 ce Pyzjn_l
Apew = Pon—1... (P32P21Aalt)P271P3€ . PnT

,n—1

=

Nach zwei Multiplikationen von links kann eine Multiplikation von rechts ausgefiihrt
werden, da die Elemente, die sich hierbei verandern, bei den weiteren Multiplikationen
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von links nicht mehr verandert werden. Man mufl also immer nur zwei cos — und
sin —Werte abspeichern.

Bei der Multiplikation von rechts mit P,;f’ x—1 erhalt man folgende Veranderungen:

ail 1

/ /
Ap—15—1 p—1k c S
/ —
0 ayp S

Verénderungen treten nur in den Spalten (k—1) und k auf.

" o / ! s
Qi1 =C*ajp_q—S*kay , j=1,...k

1 / !/ -
Qjp =S* a1 +cexay, , j=1....k

Konvergenz, Konvergenzverbesserungen

Gilt fiir die EW von A:  |[A] > |[A2] > ... > |Au], so héngt die Konvergenz

A
von a,(ﬁ_)l  — 0 wesentlich ab vom Quotienten | |’;\+|1|
7 k

fiir von Mises-Verfahren). Um Konvergenzverbesserung zu erhalten, fiihren wir eine
Spektralverschiebung o so durch, dafl

(vgl. auch Konvergenzbeweis

[Akt1 —af A
[Ae — o | Ak |

wir anstelle der Matrix A,, die Matrix (A4,, — aF) , also

(Am - aE) = QmRm , Am—l—l = RQO +akb .

Dann ist wieder A,,;+1 orthogonal dhnlich zu A,,, denn:

Aus (A, —aE)=QnR, = R,=QL(A4,—aF) =

Am+1 = RQO+aE = Q%(Am_aE)Qm_Fa’E = Q%AQO_aE_FO‘E = Q;nAQO

gilt. « sollte also moglichst nahe bei ;1 sein. Dann erhalten

Wahl von a:

S
Berechne die EW der Matrix "(_n}b’)n_l n(_n,lb)n
Apon—1 an,n

1.Fall:  FEinfacher QR - Schritt
Hat diese Matrix zwei reelle EW = wahle o = einen der beiden EW.

In diesem Fall gilt: agj:l)_l — 0 und a,({%) — A, (EW von A) fiir m — oc.

2.Fall:  Doppel - QR - Schritt
Hat obige Matrix zwei komplexe EW py und po mit Imaginarteil # 0 und
M2 = [y =
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2 Schritte ausfiihren: 1.Schritt mit a = p; und 2.Schritt mit o = ps.
Beide Schritte konnen so zusammengefafit werden, dafl die Rechnung reell bleibt.

(m)

n—1,n—

In diesem Fall gilt: a 5 — 0 und die EW der unteren Teilmatrix

NeD) ()
n(_ni’)n_l ”(_7715" gehen gegen die EW \,_1, A\, von A.
Apon—1 An,n

Zerlegung der Matriz A,

Sind die Elemente a\")_, (im 1.Fall) bzw. a{™ ,_, (im 2.Fall) betraglich klein
geworden, so kann man die Matrix A,, zerlegen:

* * *

*

oder
*x ok *
* * * m m
. (™) ¢ ail—)l,n—l a7(1—)1,n
e a,(:;),l a%%)
(1.Fall) (2.Fall)

Ist € betraglich sehr klein, so liefert im 1.Fall das Element a%) einen EW \,, von A.

Im 2.Fall liefert die untere (2,2)—Matrix zwei EW A\, _1, A, von A.

Anschlieflend fiihrt man den Q R—Algorithmus mit der kleineren

oberen (n—1,n—1)—Matrix (im 1.Fall) bzw. (n—2,n—2)—Matrix (im 2.Fall) fort.
Die Matrix A wird solange zerlegt, bis man nur noch eine (2,2)—Matrix (bzw.
(1,1)—Matrix) hat.

Die EW dieser (2,2)—Matrix konnen dann direkt berechnet werden.

Auf diesem Weg erhalt man dann alle EW Aq,... \,.
QR - Algorithmus
Wir geben fiir die einzelnen Schritte des QR~Algorithmus jeweils Prozeduren an:

Prozedur 1.:  Transformation auf obere Hessenbergform
Prozedur 2.:  Berechnung der EW der unteren (2,2)—Matriz
Prozedur 3.:  Zerlegung der Matrix

Prozedur 4.:  FEinfacher QR - Schritt

Prozedur 5.:  Doppel - QR - Schritt
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QR - Algorithmus

Fiihre Prozedur 1. aus (Transformation auf Hessenbergform)

Berechne bisn =2 odern=1:
Fiihre Prozedur 2. aus (EW der unteren (2,2)—Matrix berechnen)
falls d >0 = Prozedur 4. ausfiihren (einfacher QR-Schritt)
sonst Prozedur 5. ausfithren (Doppel-QR-Schritt)
Fiihre Prozedur 3. aus (Zerlegung iiberpriifen)
falls |a£::1n)_1| oder |a£ﬁ)17n_2] klein genug = n =n—1 bzw. n =n—2 setzen
Berechne mit Prozedur 2. die EW der restlichen (2, 2)—Matrix

(oder falls n =1 = das letzte Element a&T) ist EW).

Prozedur 1.:  Transformation auf obere Hessenbergform

fir j =1 bis (n — 2)
firi=(j+2) bisn
falls Qij % 0
dann
falls |aj+1,j] Z O * |ai]~|

a. . a
— o o 2 2 _ Y+l Yy
dann  w = sign(aj+1,5)\/aj, ; +ay; , ¢= T

sonst w=—a;; , c=0, s=1

aj+1; =w , a; =0

firk=(j+1) bisn
h=c*aji1r— s*a
ik = S * Qj41.k + C* Qi
ajy1k =h

Ende k—Schleife

fir k=1 bisn
h=cx*agjt1—8*ap
Aki = S* A j41 + C* Qg
Ok j+1 = h

Ende k—Schleife

Ende 7—Schleife
Ende j—Schleife

Prozedur 2.:  Berechnung der EW der unteren (2,2)— Matriz

di =0.5% (an—1,n-1+ Gnn)
d=d? — (an-1n-1%* QGnn — Ann—1 % An—1.n)
fallsd >0 = l1=d+Vd , ly=d, —Vd (reelle EW)
sonst Iy =dy +ivV—d , lo=d; —iv—d (komplexe EW)
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Prozedur 3.:  Zerlegung der Matriz

falls |apn n—1| < & * |any| oder |ann—1] <€
= A\, = an, ausgeben , n=n—1 setzen
falls |an—1 n—2| < 9 * |apn_1n—1| oder |an_1,—2] <€
= An, A\p—1 mit Prozedur 2. berechnen und ausgeben

Prozedur 4.:  FEinfacher QR - Schritt

o=1l , falls|ls —apy| < |li —apn| = =1
a1 = a1 — 0
fir i =1 bis n

falls i < n (sonst weiter bei "falls i > 17)

dann
falls |a;i| < 0 % |a;+1,4] oder |a;| <e€
dann  w=|aj414| , ¢=0, s=—sign(ait+i,)
Qg Qit14
sonst w = ,/a?ﬁ—afﬂi , C=— , §=——7-
’ w w
Ai; =W 5, Qit1; =0 , Qigy1i+1 = Qit1,i41 — O

fir j=(i+1) bisn
h:c*aij _S*ai-f—l,j
Qiy1,5 =S * Q5 + cx* Qi41,5
Q5 = h
Ende j—Schleife
falls i > 1 (sonst weiter bei
dann
flir j =1 bis ¢
h = C1 * aji—1 — S1 * ajj
Qji = 81 *Qj,;—1 + C1* Qjj
Qji—1 = h
Ende j—Schleife
Ai—14i—1 = Qj—1,i—1 T O
cCi =¢Cc, 8§51 =S8
Ende 7—Schleife

Gpn = Qpn + 0

cpo=c, $=35")

Prozedur 5.:  Doppel - QR - Schritt

0 =0np—-1,n—1 + ann

T =0p—1n—1%0pn — An—-1,n * An n-1
1 = (CLH —O') *a11 +ajg *xas + 7T
To = ag1 * (@11 + ag2 — 0)

T3 = 421 * 432

fir p=1bis (n — 1)

...... (siehe néchste Seite)
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firp=1Dbis (n —1)

fiir i = 2 bis 3
falls |z1] < § % |x;| oder |z1| <e€
dann w=—-x;,c=0, s=1
/.2 .2 x1 Li
sonst w=/z{+T,c=—,85=——
w w
1T = w
g=p+i—1
falls ¢ <n (sonst Ende i—Schleife)
dann

fir k= (¢g—1) bisn
h=cxap —s*ag
Qgk = S * Qpk + C* Qg
Qpk = h

Ende k—Schleife

falls i = 3

dann
h=cx*ap, —s*x9
Ty = S* Qpp + C* T2
app = h

fir j =1bis (p+1)
h=cx*aj, —s*aj,
QAjq = S* Qjp + C* Qjq
ajp =h

Ende j—Schleife

falls i =2 und p < (n — 1)

dann o = —S*api2g , Apy2,q = C*Apyag

falls i = 3

dann
h=c*xxo—5s%*ay
Qgq = S* Tg + C* Qgq

To = h
falls p < (n — 2)
dann 3= —S*apy3q , Apt3,q = C*Api3g

sonst x3 =0
Ende i—Schleife
fallsp>1 dann app—1 =21

L1 = Gp+1,p
Ende p—Schleife

Rundungsfehler

Da alle Transformationen mit orthogonalen Matrizen durchgefiihrt werden, ist der QR-
Algorithmus numerisch sehr stabil (d.h.: die Rundungsfehler werden nicht seht grof}),
denn eine orthogonale Matrix @ hat bzg. der 2—Norm die Konditionszahl k(Q) =1,
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denn: @ orthogonal = QTQ=F,
M1

E hat nur den (n—fachen) EW =1 = k(Q)=,/—=1.
fin

Beispiele

4
8
1

o = N =
= 00 = N
= N — COo

2

A1 = —5 nach 5 Iterationen
Ao = 15  nach einer weiteren Iteration

A34 = £6.7082039 ~ £+3/5 .

1 -2 -1
A=\ -4 -7 7
-2 -8 5
A1 = —1 nach 7 Iterationen
Aoz = E3i .
Hilbertmatriz

n = 4:

A = 9.6702-107° nach 4 Iterationen
A2 = 6.7383 - 1073 nach 1 weiteren Iteration
A3 =0.16914 , Ay = 1.50021 .

n=a~8:

A1 = 1.1113- 10719 nach 3 Iterationen

Ao = 1.7989 - 1078 nach 1 weiteren Iteration
A3 = 1.2943-107% nach 1 weiteren Iteration
A4 = 5.4369 - 107° nach 1 weiteren Iteration
A5 = 1.4677-1073 nach 1 weiteren Iteration
e = 0.262128 nach 1 weiteren Iteration
A7 =0.298125 , Ag = 1.695939 .

Bemerkung :  Benotigt man zusatzlich zu den EW auch EV, so kann man
das Wielandt-Verfahren benutzen, indem man jeweils bei der Spektralverschiebung
a ="berechneter EW” wahlt. Das Wielandt-Verfahren konvergiert dann sehr schnell.
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IV Spline - Interpolation

Gegeben: (n+ 1) Stiitzstellen xo < x1 < ... <y,
und zugehorige Stitzwerte yo , Y1, «+- 5, Yn -

Gesucht: Eine ”einfache” glatte

Funktion s, deren Graph diese Punkte 31
T

( 7’) , 1=0,1,...,n, verbindet, 70

fiir die also gilt: s(xz;) =y, V0 <i<n.

X X1 X2 X3 X4 Xp

Ist die Anzahl der Stiitzstellen klein, so kann man zur Interpolation das Lagrange-
Interpolationspolynom benutzen. Die Berechnung dieses Interpolationspolynoms er-
folgt mit dem Newton-Schema (vgl. Vorlesung ”Mathematik fiir Elektrotechniker
IT”). Bei grofler Anzahl von Stiitzstellen erhélt man aber hierbei ein Polynom groflen
Grades, das besonders an den Randern zu starken Oszillationen neigt und deshalb fiir
die Anwendung nicht geeignet ist (vgl. Bild auf S.56). Deshalb bedient man sich bei
groflerer Anzahl von Stiitzstellen der kubischen Splines.

Idee der kubischen Splines

In den Teilintervallen [z;,z;y1] zwischen den einzelnen Stiitzstellen sei s(x) ein
Polynom s;(z) vom Grad < 3. An den Endpunkten der Teilintervalle, also an den
Stiitzstellen, sollen die Polynome s;(z) glatt aneinanderstofien, d.h. bei kubischen
Splines : die Ubergiinge sollen 2—mal stetig differenzierbar sein.

Damit erhalten wir insgesamt eine 2—mal stetig differenzierbare Interpolationsfunktion
s(x), die stiickweise aus Polynomen vom Grad < 3 besteht.

Konstruktion des kubischen Splines

Im Intervall [z;,z;y1] mit der Intervalllinge h; = x;41 — z; setzen wir folgendes
Polynom vom Grad < 3 an:

si(m) = a;(x — ;)3 + bi(x — 2)* + ci(x — ;) + d;

An den beiden Endpunkten des Intervalls [z;, z;4+1] erhalten wir die folgenden 6 Gle-
ichungen:

(1) si(wi) = di = i

(2)  si(wir1) = ashd + bih? + cihy + d; = yisa
(3)  si(wi) = ci =y

(4)  si(@ig1) = 3a;h? + 2bh; +¢; =y 4

(5) s (@) = Qbi =y

(6)  si(wiy1) = 6a;h; +2b; =y,
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Aus den Gleichungen (1), (2), (5), (6) erhalten wir

1 1
(1) = di=vy; , (B) = b= §y§’ , (6) a; = G_hZ(y;/J’l — i)
1 1 i, Y
(2) = a= h_i(yi—l-l —yi) — hi(bi +a;h;) = h_i(yz'—i—l — i) — hz<7 + TH - E)
1 h;
= ¢ = h_i(yi—s—l —Yi) — g(yélﬂ +2y;) .
Also erhalten wir fir 0<i<n-—1
1
a; :6_712-(%/“ - Z/:/)
1
b ==y
2%
1 h;
ci :h_z-(y”l —Yi) — g(yﬁl + 2y;')
di =yi

Damit haben wir die unbekannten Koeffizienten a;, b;,c;,d; , 0 < i < n —1, durch
die bekannten Stiitzwerte y; und die noch unbekannten Werte y. (2. Ableitung
an den Stellen z;) ausgedriickt. Koénnen wir diese Werte y;’ bestimmen, so sind alle
Koeffizienten der Teilpolynome s;(z) bekannt.

Die Werte gy lassen sich mit Hilfe der Gleichungen (3) und (4) berechnen. Es sollen
ja die folgenden Glattheitsbedingungen gelten:

si_y(w) =sj(z;) , 1<i<n-—1).

Aus Gleichung (3) folgt

1 h;
siwi) = ¢i = = (yiv —yi) = 2 (Wiha +257) -
Aus Gleichung (4) folgt fiir (i — 1) anstelle von ¢
si_1(w;) = 3a;—1hi_y +2b;_1hi—1 + ci1

hi_ 1 B
L =y )+ hiayl o+ (i — yi_1) — ——

(v +2y;_1)

2 hi—1 6
= oy ) (- i)
6 2 1—1 hi_]_ 1 i—1) -
Aus s_i(x;) = s(x;) folgt mit diesen beiden Gleichungen
6 6
hio1(2yy +yi1) + hi(2y] + yiy,) = E(yi—kl — i) — s (yi — yi-1)

= hi—1yy g +2(hic1 + Ry +hiyl, =di , (1<i<n-—1)

. 6 6
mit d; = h_i(yi—H - yi) - E(yi - yi—l) .

Das sind (n — 1) Gleichungen fiir die (n + 1) Unbekannten vy , (0 <i <n).
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yo und y.! sind frei wahlbar, da hierfiir keine AnschluBbedingungen existieren.

Damit erhalten wir in Matrizenschreibweise folgendes lineare GLS

2(ho + h1) hi vy by
h1 2(h1 + hg) ho yé/ by
. hn_g yZ—Z bn_2
Moz 2o+ ho_1)/ \Un-1 bp—1
mit
12 6 6 12
bi =dy — hoyi = — (2 —y1) — —(y1 — ¥o) — hoyp
h1 ho
6 6 .
bi=di=1—(Yit1—¥)— —Wi—yi-1) , 2<i<n-—-2)
hz hz—l
2 6 6 124
bn—l - dn—l - hn—lyn - (yn - yn—l) - —(yn—l - yn—Z) - hn—lyn .
hn—l hn—Z

Die Koeffizientenmatrix ist eine symmetrische, diagonaldominante, positiv definte
Tridiagonalmatrix (Bandmatrix der Bandbreite 1). Das GLS ld8t sich mit Hilfe des
Cholesky-Verfahrens fiir Bandmatrizen 16sen.

Als Losung dieses GLS erhalten wir die Werte . , (1 <i <n—1), wenn man vorher
die beiden Werte y( und y// gewahlt hat. Aus den Werten y!' lassen sich dann die
Koeffizienten a;,b;,¢;,d; , (0 < i < n — 1), der Teilpolynome s;(z) mit Hilfe der
Formeln auf S.52 bestimmen. Damit ist die kubische Spline-Funktion s(z) bekannt.

Spezialfall:  Aquidistante Stitzstellen

Sind alle h; = h (h = Schrittweite), also x; = xg +ih , 0 < i < n, so lautet das
lineare GLS (nach Division aller Gleichungen durch h):

4 1 vy Y2 — 2Y1 + Yo Yo
1 4 1 Yy 6 Y3 — 2y2 + 11 0
: : =12 : —|

L4 1 Y _o Yn1— 2Yn—2+ Yn_3 0//

1 4 y;{—l Yn — 2yn—1 + Yn—2 yn

Wahl von y{ und y/

1.  Man kann yj = y,/ = 0 wéhlen. Dann erhélt man den natirlichen Spline.
Diese Wahl ist ungiinstig, wenn an den Enden des Gesamtintervalls [zg,z,] starke
Kriimmung vorliegt.

2.  Man kann die Kriimmung an den Endpunkten in Beziehung zur Kriimmung in
den benachbarten Punkten setzen, d.h:

yo =ayy , yn=Py,_; mit «o,f € R.
zB: a=pF=1 oder a=p=05. (Fira=g=0 erhalt man Wahl 1.)

53



Diese Wahl verandert im GLS nur die 1. und letzte Zeile:

ail hq vy d;
h1 2(h1 + hg) ho yé/ do
h2 s . R . E —= :
’ hn_2 y;{—Q dn—2
"
P2 anp—1,n—1 Yn—1 dn—1

mit a1y =2(ho +h1)+ahy , an—1n-1=2(hn—2+hpn_1)+Bhp_1 und

6 .
di:E(Z/z’H—yi)— (vi —yiz1) , (1<i<n-—1).

hi—1
3. Sind die Werte der 1. Ableitung an den Endpunkten des Intervalls [zg, x,]
bekannt, so kann man diese Werte y{, und y], vorgeben, also

s0(x0) = Yo » Sp—1(n) =¥, -

Dann erhalt man im GLS oben und unten jeweils eine neue zusatzliche Gleichung

2ho ho Yo bo
ho 2(h0 + hl) h,l yﬂ’ b1
hn—o 2(hp—2+hn-1) hnp-1 Yn_1 bn—1
hn—l 2hn—1 y;{ bn
mit
6
bo = h—(yl — %o) — 6y
0
6 .
bz—dz—_(yz—i—l_yz)_ (yl_yz—l) ) <1§Z§TL—1)
hi hzfl
6
b, = 6y, — n — Un—
Denn:
Aus Gleichung (3) von S.51 folgt
1 h
so(xo) = co = h—(yl — o) — Eo(yf +2y5) = o
6
= 2hoyo + hoyy = —(y1 — yo) — 6y -

ho
Aus Gleichung (4) von S.51 folgt

3%4(5%) = 3an_1hi,1 + 2by—1hp—1 4+t

h,,_ 1 B,

= Lyl — ) eyl (Yo — Yno1) — — (Yl + 29 1)
2 1 6

1 1

= "6 (2yn +yn-1) + 37— (U0 = Y1) =y
n—1
6
= hp_1Yn_1 + 2h, 1y, = 6y, — (Yn — Yn—1)



Algorithmus fiir den Fall der Wahl:  y = oy , v/l = Byll_,

Belequng der Speicherpldtze

Diagonale der Koeffizientenmatrix — aq,...,a,_1
Nebendiagonale der Koeff.-Matrix — c¢1,...,¢p-9
rechte Seite — by,...,bp_1

Eingabe

Ly Yi (@:0,1,,n)
a,

Belegung des GLS

hi:xi—l-l_xi ) (220717777‘_1)
aZ:2(hZ,1—|—hz) y (i:1,2,...,n—1)
ap =ay +ahy , ap_1=an_1+ Bh,_1
Cizhi y (i=1,2,...,n—2)

b; = 6 * <(yz'—|—1 —vi)/hi — (yi — yi—l)/hi—1> , ((=1,2,...,n—1)
Berechnung der Lésung des GLS

LDLT — Zerlequng
fir i =2 bis (n — 1)

h=ci—1/a;i-1 , a;=a;—ci_1xh , ci_1=nh
Ende i—Schleife

Vorwartseinsetzen
fiir i =2 bis (n — 1)

by =b; —ci—1 *bi_1
Ende i—Schleife
fir i = 1 bis (n — 1)
Ende 7—Schleife

Rickwartseinsetzen

fir i = (n —2) bis 1 (riickwérts)
bi = b; —c; * biy1

Ende i—Schleife

b() = Oébl 3 bn = ﬁbn,1

Die Speicherplitze b; enthalten die gesuchten Werte v .
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Beispiel 15 Interpolationspunkte

xi:_2a_17 )

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12
yi= T, 6, 4,4,5 2 5,7, 6

3 5 9
747 737 Y Y 74747577

-
™

spline—Interpolation

_2 i i 2: 4 4:-— i 6: i B: i 1:0 i 12
alpha=1 , beta=1

Im néachsten Bild sehen Sie zum Vergleich die an den Enden sehr stark oszillierende
Kurve der Lagrange-Interpolation.

Newton—Interpolation
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Eigenschaften der kubischen Splines

Sei s(z) der laut Vorlesung konstruierte interpolierende kubische Spline in

[a,b] = [xg,x,], d.h. es gilt:

s(x) = s;(x) Vzx €|z, ziv1] (s; Polynom von Grad <3) , (i=0,1,...,n—1)
s(x;))=vy; Vi=0,1,...,n

Yo =yl » Yp=Byp_y oder s'(zo) =yp, 5 (Tn) = Yn

dann gelten folgende Eigenschaften :

1.  s(x) ist 2—mal stetig differenzierbar in [a,b] (per Konstruktion, da
1

si (i) =s{(zs) =y Vi=1<i<n-1).

2. Falls a, 8 > —2 (fest gewéhlt), so ist s(x) eindeutig bestimmt, da dann das GLS
eindeutig losbar ist.

D.h.: Bei festem «, > —2 gibt es nur eine 2—mal stetig differenzierbare Funktion
in [zg, ], die in den Teilintervallen [x;, z;41] ein Polynom vom Grad < 3 ist und fiir
die s(x;) =y; Vi=0,1,...,n gilt.

3. Seiy] =yl =0 oder s'(xg) =1y, s'(xn) =y, gewdhlt und sei
B={peC?%a,b : o(x;)=y; Vi=0,1,...,n}, dann gilt

[s"[l2 < l¢"lla Vo€ B.

D.h. ungefahr: Die Kriimmung des kubischen Splines ist im quadratischen Mittel
minimal, wenn man y =y, = 0 wéhlt oder die Ableitungen y;, , y,, vorgibt.

4.  Sei f € C?[a,b]. Die Funktion f soll durch kubische Splines an den Stellen
a=x9g < T1 <22 <...<xp, = b interpoliert werden. Wiahlen wir die Zerlegung
Zn = {xo,21,...,T,} immer feiner, d.h. n — oo, |Z,| — 0, also |x;31 — x;] — 0,
und ist s, der zur Zerlegung Z,, gehorende kubische Spline, so gilt

nlijgoﬂsn — flloo =0 und nlLHéO s, = f'lloc =0 .

D.h.: Es gilt gleichméBige Konvergenz von s, — f und s, — f’ in [a,b].

(Beweis zu 3. und 4. vgl. Literatur).
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V Fourierreihen , Fast-Fourier-Transformation (FFT)

Sei f: IR — IR 2m—periodisch, stiickweise stetig, stiickweise glatt.

An den Sprungstellen sei f folgendermaflen definiert :

1
fxg) = —( lim f(z)+ lim f (m)) (Mittelwert aus rechts- und linksseitigem

2 \z—zo+ T—x0—
Grenzwert).
Beispiele

4mR
1 —

2ne
0 m 2n

21 0 2m

Fz) = 1 falls0O<z<m
1 -1 fallsm<z<2rm

£(0) = f(x) = f(2m) =0 . £(0) = f(2m) = 272

flx)=2% ,0<z<2n

o0
Sei s(x) = % + Z (ak cos kx + by, sin k:x) die Fourierreihe von f mit den
k=1

Fourierkoeffizienten
1 27 1 27
ar = — (r)coskx dr , by = — (x)sinkx dz , (k=0,1,...)

Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt fiir die Funktion f :

f(x) = s(x) Vax € IR, d.h.: Die Funktion f wird durch ihre Fourierreihe s
dargestellt (vgl. Vorlesung "Mathematik fiir Elektrotechniker I17).

Sind die Integrale der Fourierkoeffizienten nur sehr schwierig zu berechnen, oder ist
die Funktion f nur iiber Abtastwerte gegeben, so miissen die Integrale von aj und b
naherungsweise berechnet werden.
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Naherungsweise Berechnung der ay , by mait Hilfe der Trapezregel

Gesucht:

b
/ g(z) dx .

. . . b—a
Mit der Schrittweite h = — e
und den Unterteilungspunkten
xri=a+1th ,1=0,1,...,N :
erhalten wir die Trapezregel : a=xp X X2 X3  xN=b

N-1 - !
h h=(b—a)/N

T(h) = 5 (g(w0) +2 > olw)+ gon)) -

: : 27 , P ,
Mit z; = jh , h = N erhdlt man mit Hilfe der Trapezformel fiir a; den
Naherungswert

1 27 —
ap = — W{f(gco) cos kxg + 2 Zl f(x;)coskx; + f(xn)cos kxN}
]:

N-1
1 .
= N{Q E 0 f(x;)cos erj} , da f(zy)coskxy = f(xg)coskxy (da 2m—period.).
J:

Also erhalten wir als Naherungswerte fiir ay , by (fiir b analog)

N-1 N-1
2 . 2 .
ak:NZf(ij)COSWj » bk:NZf(l‘j)Smkxj , (k=0,1,...)
=0 Jj=0

(hierbei ist b = 0).

Frage:  Wie grofl mufl N (Anzahl der Teilintervalle bei der Trapezregel) gewéhlt
werden, damit aj , b; die gesuchten Werte aj , by moglichst gut annahern ?

Da cos kx und sin kx

fiir grofle k sehr stark
oszillierende Funktionen
sind, muf3 N sicher sehr grof3
gewahlt werden.

Eine genauere Aussage konnen wir mit Hilfe der folgenden Fehlerabschatzung machen.
Als Hilfsmittel fiir die Herleitung dieser Fehlerabschatzung benétigen wir zunéchst die
folgenden Orthogonalitdtseigenschaften :
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Satz 5.1 :  Orthogonalitatseigenschaften

2
Sei z; = jh | hzﬁﬁ,dann oilt

k
N—-1 0 falls —¢%Z
a) Z coskz; = ]]X
j=0 N falls ~ € Z.
N—1
b) sinkz; =0 Vke Z.
§=0
k+1 k
(0 fulgzzud—gzz
iy N Y ey
c) coskxjcoslx; = 5 Jfalls € Z oder cZ
§=0 k+1 k—1
(N alls T eZwd " e
(0 Jfalls beide € Z oder beide € Z
N-1 N k+1 k—1
d) Z sin kxj sin ZI]‘ — J[falls € Z und T /A
— N _
3=0 |5 falls bl ¢Zund%€%.
N-1
e) coskx;sinle; =0 Vk,l € INy .
7=0
Beweis :
Zua)b): Mit z; =j2r/N)=2jr/N gilt:
N-1 N-1 N-1 , i2km /NN
L _ ika; _ iokn/N) _ 1— (e )
Z(cosk@%—zsmkag)- et = Z(e / ) = kN
§=0 j=0 j=0
1 —e'2tm i2km /N 2k
= 1 oizk/N =0 , falls e*7/N £ 1 (dae?F™ =1).
N-1 N-1 i N1
Ist ez2k7r/N 1 = ez — Z (ezZIcw/N> — Z 1=
§=0 §=0 §=0
. k
Es gilt e?*™/N =1 & cos(2kn/N)=1 und sin(2kn/N)=0 < ~vEZ .
Also erhalten wir insgesamt
N-1 0 falls k ¢ Z
Z (coskz; +isinkx;) = ]IX
=0 N falls ~ € Z.

Fiir Real- bzw. Imaginérteil folgt dann a) bzw. b).
Zu c),d),e) :
Mit Hilfe der Additionstheoreme

60



/N

coskxjcosle; = —(cos(k —1)z; + cos(k + 1)z;

sin kzjsinlz; = —(cos(k — l)x; — cos(k + l)xj>
coskx;sinlx; = )

sin(k + l)z; —sin(k — 1)z,
und b) die Aussagen c),d),e).

» N =D | Y
/N

folgen sofort aus

Mit Hilfe dieser Orthogonalitatseigenschaften lassen sich nun die folgenden Fehlerab-
schitzungen zeigen:

Satz 5.2 :  Fehlerabschdtzungen

Fir N = 2n gelten die folgenden Fehlerabschatzungen zwischen den exakten Fouri-
erkoeffizienten ax (bzw. b;) und den mit Hilfe der Trapezregel nidherungsweise
berechneten Werten a; (bzw. b}):

oo
lai = arl < D7 (laun—el +launsal)  O<k<n-1),
pn=1

b = b < D7 (Ibun—il + bunsnl ) . A<k <n—1).
pn=1

Beweis :  fir0 <k <n-—1 (fiir k=0 analog)
N-1

2
ap = N f(xj)coskx; (fiir f(x;) setzen wir die Fourierreihe s(z;) ein)
j=0
9 N—-1 a 00
=% 2 {?O—I—; ajcoslz; + b sinla:j)}cosk:acj
9 g V71 oo N-1 N-1
= N{?O Z cos kx +Z(al Z coslx;coskx; + by Z sinlx; cos kx])}
=0 j=0
J j= J g
-0 =0
9 00 N-1
:NZCLZ coslz;jcoskr; (dak/N=4k/(2n) & Z fir 0 <k <n—1).
=1  j=0
k—1 E+l 2k  k
Fi = ilt: — e Z —=—q X <n-—1)).
e k:Nl ) N ng l—(kd20<]]i712k ) k
; - o _H — -
Fir k#1 und N eZ = l—k=uN = N = N —,u+n¢Z
(da0<k<n-—1)).
. k+1 B I—k uN-—-2k k
Fir k#1 und TGZ = l+k=uN = N = N =W Egz
(da0<k<n-—1)).
N-1 0 (fallsl#uN+k , pe N
Also gilt nach Satz 5.1 c¢): . Ocoslzz;jcosk:cj: % falls | = uN 4k . e INo.
]:
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Insgesamt folgt dann
oo

ap = ar+ Y (aun—k +aunsr) = lap —ag] < Z |aun—k| + launkl) -
p=1 n=1
(Abschitzung fiir by, analog).

Weifl man, wie die Koeffizienten ajy , by gegen 0 konvergieren, so kann man aus
diesen Fehlerabschiatzungen das N (Anzahl der notwendigen Teilintervalle bei der
Trapezregel) bestimmen, das einen Fehler |a} —ay| < garantiert.

Beispiel
flx)=lz| , falls -7 <z<m. 3
2

Die exakten Fourierkoeffizienten sind

4
ar = ———= , falls k ungerade,

k2
Ll m 3

ar =0 , falls k gerade , by =0 Vk > 1.

In diesem Fall erhalten wir als Fehlerabschatzung

4 1 1
ok~ ol < MZ((MN 5 G

4 > pPN? 4 2kuN + k2 + 2 N? — 2kuN + k2

T (L2N?2 — k2)2

82 ,LL2N2+]€2 ""’Si 1

Wu (M2N2_k2)2N7ru— p2N?

2
4
- N2 - N2'%:3%<10_ = N > 2046 .
0

Also benoétigen wir in diesem Beispiel sehr viele Teilintervalle. Die Funktion in diesem

Beispiel ist stetig und stiuckweise glatt. Hat die Funktion f sogar Sprungstellen, so

mufl N noch grofler gewahlt werden, um die gleiche Genauigkeit zu erreichen, denn
1

dann konvergieren die Fourierkoeffizienten nur wie —.

Allgemein gilt folgende Aussage iiber das Konvergenzverhalten der Fourierkoeffizien-
ten einer 2w —periodischen, stiickweise stetigen, stiickweise glatten Funktion f :

Satz 5.3 :  Konvergenzverhalten der Fourierkoeffizienten

f sei 2w—periodisch und (r — 1)—mal stetig differenzierbar.

Die r—te Ableitung von f sei stickweise stetig und stickweise glatt. Dann gilt fir

die Fourierkoeffizienten von f :
M

|ak|§ pr+l | k|§ Lrl

(M >0).
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Es gilt also folgende Faustregel:

Spriinge in der r—ten Ableitung bedeuten (r+ 1)—te Ordnung der Fourierkoeffizien-
ten.

Beispiel f(z)=|z| , (-7 <z <m) (vgl. S.62)
1

f ist stetig, Spriinge treten in der 1. Ableitung auf = ax = =R

Ergebnus:

Man muf} sehr viele Unterteilungsintervalle wahlen, also N sehr grofl wahlen, um
geniigend genaue Ergebnisse fiir aj, , bj zu erhalten.

Sollen alle aj , by , k=0,1,...,N/2, berechnet werden, so wichst der Rechenauf-
wand mit wachsendem N proportional N? | also:

Rechenaufwand ~ N? .

Wir werden spéter einen Algorithmus (Fast-Fourier-Transformation (FFT)) behan-
deln, der diesen Rechenaufwand wesentlich verringert. Zu diesem Zweck fiihren wir
zunachst eine diskrete Fourier-Transformation ein, aus der wir dann die gesuchten
Fourierkoeffizienten aj , b; berechnen koénnen:

Zuruckfihrung auf diskrete Fourier-Transformation

Sei i.f. :
N =27 = :c—‘z—ﬁ—j—7T (0<j<N-1)
— ’ s Lyj _]N — n ) J
N-— N—
Z (z;)coskx; , b) = Z (zj)sinkz; , (k=0,1,...n)
= §=0
: / / * 2 / * 2 /
dann gilt: by =0, =0 , a = Nk by, = ka .

Wir fithren die folgenden komplexen Groflen y; ein:

y; = f(w25) +if(wr241) , (G=0,1,...,n—1)

2m
—1— 27 L. 2T
w, =€ N =cos— —18in —
n n

Die komplexe Zahl w,, liegt auf dem Einheitskreis, denn es gilt: |w,| =1 .
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Definition 5.4 :  Diskrete Fourier-Transformation

Zusammen mit y; und w, definieren wir nun die diskrete Fourier-Transformation
der Ordnung n

=Yyl . (k=0,1,...,n—1)

Satz 5.5 :  Beziehungen zwischen aj, , b, und cy

Es gelten folgende Beziehungen zwischen den a), , b), und den ¢y :

) 1 _ 1 B »
(1) aj —ib = §(ck +Cn—k) + Z(ck —Cp_i)e ikm/n
(2)  ap_p b,y = 2(Ck + k) — Z(Ck _ En_k)e—ikﬂ/n

fir k=0,1,...,n , fallsby=0,=0 , c,=co

Beweis :

Zu (1) : Mit w, = e~ i27/n ynd T = T gilt
n

1 1 n—1 1 —
5(% +Cnok) = 5 <?Jy ] y;w wy, "~ k”) =3 Z yi +wn’
=0 7=0
da w;n] _ ei27’(’j =1
. 1 _ 1 N K
Analog gilt: 2—2(61€ —Cn—k) = % (yj yj)wn
§=0

Da y; +y, = 2f(x2;) und y; — y; = 2if(x2j41) , folgt

1 3
i(ck +Chok) + Z(Ck — Cn—k)e ik /n

n—1 n—1

_ f(xzj)e—i(Zj]{?ﬂ'/n) + Z f($2j+1)e_i<2j + 1)k7r/n
j=0 §=0
n—1 n—1

= f(x2;)(cos kxa; —isinkxa;) + Z f(z2j41)(cos kxgji1 —isinkxa;qq)
j=0 §=0
N-1 N-1

= f(x;) coskxy — i f(x;) sin kx; = a), — ib), .

k k

1=0 1=0
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Zu (2) : Mit inm/n — oim — _q gilt
1
2

n—1
=3 Flway)e MEET/N) LS f(ay; )2+ Dk /n ginm/n
: par

~(en — Tni)e —ikm/n

Multiplikation mit e?2] nw/n _q ergibt:

S Flaay)elln = B2/ S iy ein = R+ D/
. >

= Z f(@j)ei(n —k)aa; nz_:l f(x2j+1)ei(n — k)z2j41

= Z f(x25)(cos(n — k)zgj + isin(n — k)za;)
j=0
+ Y f(z2j41)(cos(n — k)xoji1 + isin(n — k)xgj41)

I
—_

Il
=

N-1

N-1
f(x) cos(n — k)xy + i E flx))sin(n — k)x; =al,_, +ib,_, .
=0 =0

Mit Hilfe von (1) und (2) von Satz 5.5 kann man nun sehr einfach aus den ¢ die
ap, , by, und damit die gesuchten Werte aj , b; folgendermaflen berechnen:

D+(2) = (a,+a, )+, _—b)=ck+Chr =

(3) ay +a,,_ k = Re(ck + Cnt)
(4) e — b = Im(ck + Cni)

1 o
W) =) = (@ =) =il + b)) = = (ex =)o T/
Multiplikation mit ¢ ergibt:

(b + b, ) +i(al —a_,) = (ck — Coy)e tRT/M

Mit wu, = e—im/n folgt hieraus:

(5)  ap — aly = Im( (e — Car)ul )

(6) b .+ b = Re((c;C — En,k)ufi)

Die Potenzen uf kann man sukzessive durch Multiplikation berechnen.
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Indem wir die Gleichungen (3),(4), (5), (6) addieren bzw. subtrahieren und beriick-

2 2 2
sichtigen, daB aj = Na% = Q_G;“ , by = Nb;c = %b; gilt, erhalten wir den

folgenden Algorithmus fiir die Berechnung der aj , b; aus den ¢y :

Algorithmus zur Berechnung der a} , b; aus den c¢;

u:e_m/n:c:osz—isinz
n n
ul=14+17-0
fir £ =0 bis n/2
hl =cp + ¢

h2 = (cky — Cp—p) * ul
ay, = (Re(hl) + Im(h2))/(2n)
a’_. = (Re(hl) — Im(h2))/(2n)
by = (Re(h2) — Im(h1))/(2n)
br _, = (Re(h2) + Im(hl))/(2n)
ul =ul xu

Ende k—Schleife.

FFT (Fast-Fourier-Transformation)

Das Problem, das nun noch ibrig bleibt, ist die Auswertung der diskreten Fourier-
n—1

Transformation: ¢ = Z ijﬁj , (k=0,1,...,n—1), mit w, = e—i(27r/n)_
j=0

Um den Rechenaufwandvon n? zu verringern, bedient man sich des FFT-Algorithmus

(Fast-Fourier-Transformation). Hierbei wird wesentlich die Eigenschaft ausgenutzt,
daf8 die Werte w® auf dem Einheitskreis liegen und sich nach jeweils n—Schritten
wiederholen. Es gilt:

A
wktn =wk = modn , //--\\
wh = o~ 12T /m)n _ 4 7 >
w2/2 =e " =—-1. &—/

Die Idee des FFT-Algorithmus besteht darin, daff man eine diskrete Fourier-Transfor-
mation der Ordnung n auf zwei diskrete Fourier-Transformationen der Ordnung n/2
reduzieren kann. Diese Fourier-Transformationen der Ordnung n/2 lassen sich dann
wieder jeweils auf zwei der Ordnung n/4 reduzieren, usw., bis man bei der Ornung
2 angelangt ist. Um die Reduzierung duchzufiihren, fafit man die c¢; mit geradem
Index und die c¢; mit ungeradem Index zusammen. Es gilt:
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FFT-Algorithmus Sukzessive Reduktion

n/2—1
Cgk_Zyj 2kj _ Z yjw 2]€]_|_ Z Y w 2]€J
j=n/2
j—J+n/2
n/2-1 n/2-1 n/2—1
= 2w Y w0 =y ygny2) (W) (dawlt = 1)
j=0 Jj=0 j=0
m—1
=) zj(wh) .
§=0

n
Dies ist eine diskrete Fourier-Transformation der Ordnung m = 5 mit
% = (Yj + Yj4ns2) und w}

n—1 n/2—1 n—1
Cokt1 = Zijgk—&-l)j — Z y; w0 Z y; w2kt
j=0 J=0 j=n/2
j—j+n/2

anstelle von w,,.

n/2—1 n/2—1
SOIRTECRS S
j=0 j=0
n/2—1 n/2—1
= yj 2kjwj _|_ Z y]+n/2w2 ]w]w u)n/2

= ( yj+n/2)w%>(wi)kj (da wk" =1 und wp/? = —1)

n
Dies ist eine diskrete Fourier-Transformation der Ordnung m = 5 mit

Zi = (y; — yj+n/2)w% und w2 anstelle von w,,.

Damit haben wir die diskrete Fourier-Transformation der Ordnung n auf zwei
diskrete Fourier-Transformationen der Ordnung n/2 zuriickgefiihrt. Diese lassen
sich dann wieder auf jeweils zwei diskrete Fourier-Transformationen der Ordnung
n/4 zuriickfithren, usw., bis man bei der Ordnung 2 angelangt ist.

Da n=2"1 = mnach v —1=logyn Schritten hat man nur noch diskrete
Fourier-Transformationen der Ordnung 2 . Das ergibt folgenden Rechenaufwand

Rechenaufwand = nlogyn  (anstelle von n?)

zB.: n=2048 = n=2U
= Rechenaufwand 11 -2048 = 22 528 anstelle von n? = (2048)? = 4 194 304.
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Beispiel : n=4, N=8, w=wy =e 2™/* =¢7"7/2

Ck = Zijkj , (£=0,1,2,3), ergibt
=0

co=% + vy1i + Y2 + Y3 , (k:O,wkj:wozl)
c1=9 + yiw + ypw? +ysw?

co=1yo + yw? + yow' + yzw®

s =10 + nw® + yw® + yzw’

=w,
wl =w?, w =w’=w

Damit gilt

Co=Y + y1 + Y2 + Y3

=y + yw + yow® +yzw’

co=yo + nw’ + ya +yzw’

c3=1vy0 + yw® + yow? +ysw®

Durch Vertauschen der Zeilen erhalten wir, da w? = wj = -1, w® = ww? = —w

co = (yo +vy2) + (y1 +y3)
2= (yo+y2)+ (y1 + yg)w2

(Yo — y2) <y1—y3 w)
+ (=)ot

Mit zo=vo+vy2 , z1=v1+Ys , 20=%—Y2 , z21=(U1 —yz3)w =

yO —yz

co=20 + =1 Co =2y + z1

1 =2y + 21(’11)2) c3 =2y + ,:7:1(’11)2)

Also erhalten wir zwei diskrete Fourier-Transformationen der Ordnung n/2 =2 mit
Cop=1Co, C1 =C2, Cg=C, C3 =Cg .

Bitumkehr
Um die c¢p—Werte wieder in richtiger Reihenfolge zu erhalten, mufl zum Schlufl

zuriickgetauscht werden. Das geschieht mit Hilfe der Bitumkehr der binaren Darstel-
lung der Indizes:
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Beispiel Bitumkehr

7 binare Darstellung Bitumkehr k Cj c;j
0 00 00 0 60 Co
1 01 10 2 C1 &)
2 10 01 1 52 C1
3 11 11 3 53 C3

falls £ > 7 = vertauschen, also hier: ¢y mit c¢; vertauschen.
Bitumkehr: zB.: 1011 — 1101 (von hinten nach vorne lesen).

Man kann auf die Bitumkehr verzichten, wenn man im Algorithmus eine Indez-
Rechnung durchfithrt. In diesem Fall ben6tigt man ein zuséatzliches Index-Feld.

Im folgenden werden zwei unterschiedliche FFT - Algorithmen angegeben, der eine
mit Bitumkehr, der andere mit Index-Rechnung;:

FFT - Algorithmus (mit Bitumkehr)

Gegeben: N =27 n=27"1
Funktion f(z) von 0 bis 27 definieren !
An den Sprungstellen g :  f(xp) =" Mittelwert” definieren !

Berechnen:
yi = f(2jn/n)+if((2j+1)m/n) , (7=0,1,...,n—1)
m:g , p=~v—1 (=int(lnn/In2 +0.5))
O s
w = cos — — i sin —
m m
fir j=1bis (m—1): w; =w;_1*w : Ende j—Schleife
f=m , g=1
fir /=1 bis p
a=20
flir r =1bis g
d=20

fir i =0 bis (f — 1)
il=a+i , i2=1dil+f
h=wyi1—Yi2 , Y1 =¥i1+Y2 , Yiz=nhx*xwg
d=d+g
Ende i—Schleife
a=a+2xf
Ende r—Schleife
f=1/2, g=2xg
Ende [—Schleife
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Bitumkehr (Umordnung der y;—Werte)
fir 5 =0 bis (n — 1)
r=45 , k=0, l=m
fir 2 =1 bis p
k=k+ (r mod 2)*1 (mod = Divisionsrest)
r=int(r/2) , 1=1/2 (Integer-Division, d.h: abschneiden)
Ende i—Schleife
falls k>3 = h=vy; , ¥i=yr , Yo=nh
Ende j—Schleife

Die gesuchten c¢p—Werte sind auf den vy gespeichert. Mit Hilfe des Algorithmus
von S5.66 konnen nun die gesuchten Fourierkoeffizienten aj, , b, berechnet werden.
Vorher mufl y, = yo gesetzt werden. Es gilt fir £k =n: b = 0. Dieser Wert
entspricht nicht dem Fourierkoeffizienten b,, .

FFT - Algorithmus (mit Index-Rechnung)

Gegeben: N =27 n=27"1
Funktion f(z) von 0 bis 27 definieren !
An den Sprungstellen g :  f(xp) =" Mittelwert” definieren !

Berechnen:

yj = fQ2jm/n) +i f((2) + Vm/n) , (5=0,1,...,n—1)
fir j =0bis (n—1): ind; =0 :Ende j—Schleife (Index-Feld vorbelegen)

2r . 2w
w = cos — — i sin —
n n
p=1
firm=0Dbisy—1 (vy—1=int(lnn/In2 +0.5))
wl=1+17-0
q =n/(2p)
fiir j =0 bis (¢ — 1)
firl=3, j4+2q9, j+4q, j+6q, ... , solange [ <n

Z2=Y+Yirqg 5 Yrg= W —Yirg) *wl , Yy =2z
indl+q = indl+q +p
Ende [—Schleife
wl = wl xw
Ende j—Schleife
p=2%p , w=wxw
Ende m—Schleife

Umordnung der vyr— Werte
fir j =0 bis (n — 1)

fallsj < anj = z= Yind; > Yind; = Y5 » Yj = %2
Ende j—Schleife
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Die gesuchten c¢;—Werte sind auf den 1y, gespeichert. Mit Hilfe des Algorithmus
von S.66 konnen nun die gesuchten Fourierkoeffizienten aj, , bj, berechnet werden.
Vorher mufl y, = yo gesetzt werden. Es gilt fiir k =n: b = 0. Dieser Wert
entspricht nicht dem Fourierkoeffizienten b,, .

Beispiele
Beispiel 1.  (vgl. S.62) -
flx)=lz| , falls -7 <z <
= fa) = T Jfalls 0 <ax <7
| 27—z falls 7 <2 < 2.
- m 2n

Exakte Fourierkoeffizienten:
0 Jfalls k gerade (3 0)
= = 4
=7, Gk ——5 falls k ungerade
mk
bp =0 Vk € IN.

Die Berechnung der aj , b; mit Hilfe des FFT-Algorithmus und mit Hilfe des Al-
gorithmus von S.66 ergab fiir unterschiedliche n—Werte folgende Ergebnisse. Hierbei
wurden die aj , by nur bis maximal £ = 16 ausgegeben. Der Fehler ist jeweils der
(betragliche) Unterschied zwischen exaktem und berechnetem Wert. Fiir n = 2048 ist
der Fehler in der GréBenordnung 3 - 10~7. Dies entspricht ungefihr dem theoretisch
hergeleiteten Fehler von S.62.

Ergebnisse

Fourierkoeffizienten ~ (n = 8)

k a(k) Fehler b(k) Fehler

0 3.141592653592 3.6 — 0012 0.000000000000 0.0£ + 0000
1 —1.289728947597 1.6 E — 0002 —0.000000000001 1.2E — 0012
2 —0.000000000001 7.8 — 0013 —0.000000000001 7.8 — 0013
3 —0.159034724761 1.8E — 0002 —0.000000000001 5.1FE — 0013
4 0.000000000000 0.0E + 0000 0.000000000000 0.0E + 0000
5 —0.071003071366 2.0 — 0002 —0.000000000001 5.1E — 0013
6 —0.000000000000 1.3E — 0013 0.000000000000 1.3E — 0013
7 —0.051029583072 2.5E — 0002 —0.000000000000 2.6E — 0013
8 0.000000000000 0.0E + 0000 0.000000000000 0.0£ + 0000
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Fourierkoeffizienten — (n = 64)
k a(k) Fehler b(k) Fehler
0 3.141592653596 7.3E — 0012 0.000000000000 0.0E + 0000
1 —1.273495239007 2.6 — 0004 —0.000000000003 3.4F — 0012
2 —0.000000000000 2.3F — 0013 0.000000000000 6.9 — 0014
3 —0.141727001446 2.6 — 0004 —0.000000000001 8.9F — 0013
4 —0.000000000000 4.8E — 0014 —0.000000000000 1.4FE — 0013
) —0.051186017148 2.6 — 0004 —0.000000000000 4.1F — 0013
6 0.000000000000 2.1F — 0013 0.000000000000 1.3E — 0013
7 —0.026241660367 2.6 — 0004 —0.000000000001 8.5F — 0013
8 —0.000000000000 3.8E — 0014 0.000000000000 4.6E — 0013
Fourierkoeffizienten ~ (n = 256)
k a(k) Fehler b(k) Fehler
0 3.141592653596 7.3k — 0012 0.000000000000 0.0E + 0000
1 —1.273255523756 1.6E — 0005 —0.000000000006 6.5 — 0012
2 —0.000000000000 2.2F — 0013 0.000000000000 1.4E — 0013
3 —0.141487040567 1.6E — 0005 —0.000000000015 1.5E — 0011
4 0.000000000000 4.2F — 0014 0.000000000000 2.2FE — 0015
5) —0.050945563762 1.6E — 0005 —0.000000000011 1.1E — 0011
6 —0.000000000000 A4.7E — 0014 —0.000000000000 1.2E — 0014
7 —0.026000465368 1.6E — 0005 —0.000000000011 1.1E — 0011
8 0.000000000000 4.3F — 0014 0.000000000000 1.2E — 0013
9 —0.015734995442 1.6E — 0005 —0.000000000010 9.6 — 0012
10 0.000000000000 6.9F — 0014 —0.000000000000 1.4E — 0014
11 —0.010538634401 1.6E — 0005 —0.000000000005 5.3E — 0012
12 —0.000000000000 0.1 — 0014 —0.000000000000 3.5 — 0014
13 —0.007549961124 1.6E — 0005 —0.000000000005 4.8F — 0012
14 —0.000000000000 1.2E — 0014 0.000000000000 2.6 — 0014
15 —0.005674848497 1.6E — 0005 —0.000000000007 7.5E — 0012
16 —0.000000000000 2.0 — 0013 —0.000000000000 1.1E — 0013
Fourierkoeffizienten — (n = 2048)
k a(k) Fehler b(k) Fehler
0 3.141592653596 7.3 — 0012 0.000000000000 0.0E + 0000
1 —1.273239795271 2.5E — 0007 0.000000000020 2.0E — 0011
2 —0.000000000000 2.1E — 0013 0.000000000000 1.2E — 0013
3 —0.141471310294 2.5F — 0007 0.000000000059 0.9F — 0011
4 0.000000000000 4.7F — 0014 0.000000000000 74EF — 0015
5 —0.050929831495 2.5E — 0007 0.000000000054 5.4F — 0011
6 —0.000000000000 2.6E — 0014 —0.000000000000 1.1E — 0014
7 —0.025984730195 2.5F — 0007 0.000000000066 6.6 — 0011
8 —0.000000000000 2.0FE — 0014 0.000000000000 1.1E — 0013
9 —0.015719256409 2.5E — 0007 0.000000000063 6.3E — 0011
10 0.000000000000 7.6E — 0014 —0.000000000000 1.1E — 0014
11 —0.010522890547 2.5F — 0007 0.000000000027 2.7TE — 0011
12 —0.000000000000 1.7E — 0014 —0.000000000000 5.4F — 0014
13 —0.007534211484 2.5E — 0007 0.000000000026 2.6FE — 0011
14 —0.000000000000 8.6E — 0015 0.000000000000 1.5E — 0014
15 —0.005659092102 2.5F — 0007 0.000000000064 6.4F — 0011
16 —0.000000000000 1.9EF — 0014 —0.000000000000 1.7E — 0013
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Beispiel 2.

flz) =22 , falls 0 <z <2m

f(0) = f(2m) = 27>

Exakte Fourierkoeflizienten:

872 4 b 4 -T 2m an
ag 3 y Qg k2 ) k L .
Ergebnisse
Fourierkoeffizienten — (n = 8)

k a(k) Fehler b(k) Fehler

0 26.370349259174 5.1E — 0002 0.000000000000 0.0E + 0000
1 4.051802986884 5.2E — 0002 —12.404462994324 1.6 — 0001
2 1.053029287543 5.3E — 0002 —5.956833200078 3.3E — 0001
3 0.499622322979 5.5F — 0002 —3.692726705474 5.0 — 0001
4 0.308425137533 5.8E — 0002 —2.467401100261 6.7E — 0001
5) 0.223062727386 6.3E — 0002 —1.648664706378 8.6E — 0001
6 0.180671262597 7.0FE — 0002 —1.022030999538 1.1E + 0000
7 0.160314163302 7.9E — 0002 —0.490796594131 1.3E£ 4 0000
8 0.154212568785 9.2F — 0002 0.000000000000 1.6 4 0000

Fourierkoeffizienten — (n = 64)

k a(k) Fehler b(k) Fehler

0 26.319748260081 8.0E — 0004 0.000000000000 0.0E£ + 0000

1 4.000803287257 8.0E — 0004 —12.563847215788 2.5E — 0003
2 1.000803577699 8.0E — 0004 —6.278137901834 5.0E — 0003
3 0.445248506576 8.0E — 0004 —4.181217575584 7.6E — 0003
4 0.250804741120 8.0E — 0004 —3.131492973211 1.0E — 0002
5 0.160805615440 8.1E — 0004 —2.500644951608 1.3E — 0002
6 0.111917797223 8.1E — 0004 —2.079233385331 1.5E — 0002
7 0.082440607428 8.1E — 0004 —1.777497865560 1.8E — 0002
8 0.063309421674 8.1E — 0004 —1.550557874296 2.0E — 0002
9 0.050193805778 8.1E — 0004 —1.373479508533 2.3E — 0002
10 0.040812960501 8.1E — 0004 —1.231302169585 2.5FE — 0002
11 0.033872887406 8.2FE — 0004 —1.114505239490 2.8 — 0002
12 0.028595096942 8.2F — 0004 —1.016741418984 3.0 — 0002
13 0.024488451263 8.2E — 0004 —0.933616216615 3.3E — 0002
14 0.021230681525 8.2E — 0004 —0.861990513739 3.6E — 0002
15 0.018603218334 8.3E — 0004 —0.799562103079 3.8E — 0002
16 0.016453582620 8.3E — 0004 —0.744604150007 4.1F — 0002
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Fourierkoeffizienten ~ (n = 256)
k a(k) Fehler b(k) Fehler
0 | 26.318995260045 | 5.0E — 0005 0000000000000 | 0.0E + 0000
1 4.000050199349 5.0E — 0005 —12.566212907215 1.6E — 0004
2 | 1.000050200802 | 5.0E —0005 | —6.282869891620 | 3.2E — 0004
3 | 0444494647149 | 5.0E — 0005 | —4.188317075597 | 4.7E — 0004
4 | 0.250050205398 | 5.0E — 0005 | —3.140961803831 | 6.3E — 0004
5 0.160050208822 5.0E — 0005 —2.512485542829 7.9E — 0004
6 | 0.111161324084 | 5.0E —0005 | —2.093448780321 | 9.5E — 0004
7 | 0081682870927 | 5.0E —0005 | —1.794091723572 | 1.1E — 0003
8 | 0.062550223584 | 5.0E —0005 | —1.569534475413 | 1.3E — 0003
9 | 0.049432946105 | 5.0E —0005 | —1.394843758138 | 1.4E — 0003
10 0.040050237219 5.0E — 0005 —1.255059604622 1.6E — 0003
11 | 0.033108096398 | 5.0E — 0005 | —1.140662034550 | 1.7E — 0003
12 | 0.027828031643 | 5.0E — 0005 | —1.045304393856 | 1.9E — 0003
13 0.023718902392 5.0E — 0005 —0.964592844143 2.1E — 0003
14 0.020458436816 5.0E — 0005 —0.895388928948 2.2FE — 0003
15 | 0.017828062297 | 5.0E — 0005 | —0.835391112681 | 2.4E — 0003
16 | 0.015675296311 | 5.0E — 0005 | —0.782873243286 | 2.5E — 0003
Fourierkoeffizienten — (n = 2048)
k a(k) Fehler b(k) Fehler
0 26.318945854029 7.8 — 0007 0.000000000000 0.0£ + 0000
1 4.000000787950 7.9E — 0007 —12.566368158761 2.5 — 0006
2 1.000000785973 7.9E — 0007 —6.283180383412 4.9E — 0006
3 0.444445229892 7.9E — 0007 —4.188782815341 7.4E — 0006
4 0.250000784988 7.8E — 0007 —3.141582798977 9.9F — 0006
) 0.160000784664 7.8 — 0007 —2.513261803950 1.2E — 0005
6 0.111111895999 7.8E — 0007 —2.094380319017 1.5E — 0005
7 0.081633438211 7.9E — 0007 —1.795178554343 1.7E — 0005
8 0.062500784619 7.8E — 0007 —1.570776614351 2.0E — 0005
9 0.049383500261 7.8 — 0007 —1.396241225259 2.2FE — 0005
10 0.040000784498 7.8E — 0007 —1.256612420742 2.5E — 0005
11 0.033058635884 7.8E — 0007 —1.142370223582 2.7E — 0005
12 0.027778562387 7.8E — 0007 —1.047167981838 3.0 — 0005
13 0.023669423634 7.8 — 0007 —0.966611859892 3.2F — 0005
14 0.020408948017 7.8E — 0007 —0.897563403271 3.4E — 0005
15 0.017778562826 7.9E — 0007 —0.837721079044 3.7E — 0005
16 0.015625784508 7.8E — 0007 —0.785358736861 3.9E — 0005

Die Fehler in diesem Beispiel sind grofler als in Beispiel 1., da die gegebene Funktion
in diesem Beispiel im Gegensatz zur Funktion von Beispiel 1. nicht stetig ist, sondern
Sprungstellen besitzt. Das entspricht den Bemerkungen zu den Fehlerabschiatzungen
von S.61/62.
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Auswertung trigonometrischer Polynome
Der FFT-Algorithmus kann auch benutzt werden, um trigonometrische Polynome an
diskreten Stellen auszuwerten:

Gegeben: Das trigonometrische Polynom
N-1

f(z) = % + Z(ak coskx + by sinkx) + ay cos Nx .
k=1
2ml .
Gesucht:  f(x;) an den Stellen ;= — , (1=0,1,...,n—1) mit n=2N .
n

Mit Hilfe der komplexen Darstellung von cosx und sinx erhalten wir

N
— @ % z'k:xl —ik:a:l b_k ikxl o —ikl’l ile
fxy) +Z<2(e +e )+2i(e e )>+aNe
(da sin Nz; = 0)

1 . 1 . .
S + (—(ak — ibk)elkwl + §(ak + ibg)e kal) + aNeZle

mit

1 , 1 ,
yk=§(ak—ibk) ) yn—kZﬁ(Gkﬂlek) , (k=0,1,...,N—1)

yvn =an , bp=0

Also erhalten wir insgesamt, da e/"%l = 1

Zy e@ka:l + Zy” L€ —ikxy mxl

_Zykekal—FZy 7ke (n—k)x;

(n —k —m)
2N—1 2N—1

N
:Zykeikxl + Z ymeimxl _ Z ykez’kxl

=0 m=N+41 k=0

= Z yrw®  mit  w, = et2m/n , n=2N

Also erhalten wir fiir f(z;) eine diskrete Fourier-Transformation der Ordnung n.
Diese kann mit Hilfe des FFT-Algorithmus ausgewertet werden:
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Gegeben: ap , (k=0,1,...,N); bo=0; b ,

Berechne:
1
yk=§(ak—ibk) , (k:O,l,...,N—l)
1
yn—kzé(ak—l—ibk) , (k':(),l,...,N—l)
ynvn =ay , n=2N
; 2 2
"LLJ:e227T/n:cos—7T—{—isin—7T
n n

FFT-Algorithmus von S.69 oder S.70 benutzen, mit n = 27"

Die Werte g ergeben die Funktionswerte f(xy) firaxy =——, k=0,1,...
n

Es gilt f(z,) = f(x0) ,da f 27m—periodisch.

Beispiel (vgl. S.62)

Eingabe: n = 256
{ 0 Jfalls k gerade (# 0)
ap =

- falls k ungerade , k <20
T

ap=7m , ar=0 Vk>20 , b,=0 VkelN

Fourierpolynom vom grad 20

2km
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V1 Ausgleichsrechnung

Problemstellung
Gegeben: \
N Mefspunkte (z;,y;) , i=1,2,...,N. 0
Gesucht: 11 ° : 5
Eine von n Parametern d; Ldg, ceeydy
abhéngige Funktion f(z,d) mit
N 2

(d) ; flxi,d) —y minima : > s " :
d.h.:  menimal im quadratischen Mittel.
Hierbei haben wir die gesuchten Parameter zu einem Vektor d= (dyi,...,d,)T zusam-
mengefafit.
Beispiele

1. Lineare Probleme
flz,d) = Z d;jh;(xz) , wobei hj(z) gegebene Funktionen sind.
j=1
In diesem Fall ist f linear abhdngig von den gesuchten Parametern di,...,d,.
Beispiel hierzu:

hi(x) =271 = fla,d) = Zdjxj_l = f ist Polynom vom Grad <n — 1.

j=1
2. Nichtlineare Probleme
f ist micht linear abhdngig von den gesuchten Parametern di,...,d,.
Beispiele hierzu:
flo,d)=dy + dped3T (allgemeine Exponentialfunktion)
f(z,d) = dysin(doz + d3)  (allgemeine Sinus-Schwingung)
- d
fla,d)=dy + — (allgemeine Hyperbel-Funktion).
dg —|— X
F' ist in beiden Féllen eine Funktion von den unbekannten Parametern di,....,d, :

F(d) = i(f(xz,J) — yi>2 minimal.

=1
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F
ad, =0 Yi=1,...,n

Das ist ein Gleichungssystem fiir die gesuchten Parameter di,...,d,.

Notwendige Bedingung fiir das Minimum ist:

Wie wir gleich zeigen werden, erhalten wir im linearen Fall ein lineares GLS, im
nichtlinearen Fall ein nichtlineares GLS.

1. Lineare Probleme

Gegeben: hj(z) , j=1,...,n.

Gesucht: d = (dy,...,dy)T mit

F(d) = i(f(fﬁuj) - yz')Q = ﬁ:(i djh;(x;) — yi>2 minimal.

i=1
Mit

cij = hj(z;)

erhalten wir die Fehlergleichungen

r; = f:cz, Zdh x;) ch = Cd ¥)i , 1=1,2,...,N,

mit der (N,n)—Matrix C = ( Cij ) und den Vektoren d = (di,...,d,)T und
g: (y17"'7yN)T-

Fiir den Fehlervektor 7= (r1,...,7n)T

erhalten wir dann

-

F— Od— 7

Die Fehlerfunktion F(d) lautet damit

N N
F(J) = Z(f(xhj) — i) = er —<FF>=<Cd—j,Cd—7i>
i=1 i=1
—<Cd,Cd>-2<Cd,j>+<7q,7> (Linearitat des Skalarprodukts)
=< CTCd, d> -2 < CTg, d > +|ij|? (nach Hilfsatz 1.3, S.8).

Mit

A=CTC , b=CTy

erhalten wir fir die Fehlerfunktion F :

F(d)=<Ad,d>—-2<b,d>+|j

A = CTC ist eine symmetrische (n,n)—Matrix , denn:
AT = (cTo) =0ttt =CTC = A.
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A ist positiv definit, falls rang C' = n ist, was wir ab jetzt voraussetzen wollen, denn:

<Ad,d>=<CTCd,d>=<Cd,Cd>=|Cd]?>0 , =0 < d=0
(falls rang C' = n).

Damit ist < Ad, d > ecine positiv definite quadratische Form (falls rang C' = n).

erhalten wir

F
Fiir die partiellen Ableitungen g 7

OF 0 > o -
= Ad,d>—-2<b,d
ad; _ od; (<Ad.d>-2<5.d>)
=< A&, d>+<Ad,& >-2<b,¢& > (nach der Produktregel),
dy 0
od o | 1
= . = 1 = e
da ad, ad, d; ! €;
d, 0

Da < Ae;, d >=< €, ATd >=< €, Ad >=< AJ, €; > (nach Hilfssatz 1.3, und
weil A symmetrisch) , folgt

F - g - bd — —
gd, =2<Ad,é >-2<b,6>=2<Ad—b,& >=2(Ad—b); =0 Vi=1,...,n.

Also gilt:

= =1,... Ad=1b
od; 0 Vi RN = d=1>

mit

A=CTC | Echgj, CZ(Cij):<hj(iUz‘))

Hinreichendes Kriterium:
0?F
2 )= (2 ) — 24
( dd;0d; ) ( ij
Da A positiv definit (falls rang C' =n) = Minimum.

Also liefert der Losungsvektor d des linearen GLS Ad = b das Mimimum der

-

Fehlerfunktion F'(d) und damit die gesuchten Parameter dy,...,d, .

Da die Matrix A symmetrisch und positiv definit ist, 1a3t sich das lineare GLS
Ad = b mit Hilfe des Cholesky-Algorithmus berechnen.
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Beispiel

Gegeben: N MeBpunkte (z;,y;) , i=1,2,...,N.

Gesucht:  Polynom vom Grad < 2, also  f(«, aT) = dy + dox + dzx?
= hj(x) =271, also: hi(z)=1, ha(z) =2, h3(z) = 22

= c¢y=hjlz)=2"" |, i=1,...,N, j=123.

Damit erhalten wir

1 = xz Y1
1 a2 25 Y2
C = .-
1 xn x%v YN
1 z; 22
11 ... 1 1 2y a2 N Sa Sa?
A=0CTC =21 w9 TN =\ Sz Y22 S a3
4o ) \Sa S S
1 zny x%
11 1\ [ S
b=CTy= 1|21 TN : = | > zy;
2 23 ... 1% YN S 2ty
N
wobei > abkiirzend fiir Z steht.
i=1

Ad=1b lésen = dy, ds, d3 gesuchte Koeffizienten des Polynoms
f(x) = dy + dox + d3x?>  (beste Approximation im quadratischen Mittel an die
gegebenen MeBpunkte (z;,y;) , i=1,...,N).

Beispiel hierzu

Mefpunkte
x; 0.1 0.4 0.9 1.3 1.5 1.8
Yi -1 -0.9 -0.3 1.3 2.5 5

Gesucht:  f(x) = dy +dax+d3z? (Polynom bester Approximation im quadratischen
Mittel).

6 6 8.16
Fur die Matrix A erhalt man: A = 6 8.16 12.198
8.16 12.198 19.098

Bei einfach genauer Rechnung (REAL-Variable in TURBO-PASCAL) erhélt man das
Ergebnis:

dy = —0.660513009 , dp = —2.327016054 , dz = 3.005536076 .
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Problematik:

Die Matrix A ist schlecht konditioniert, denn die EW von A sind: \; = 31.08 ,
Ap =209, \3=0.09 = k(A= % =345.3 ~ 3-10%

Man sollte also das GLS Ad = b rnit.m(')'glz'chst groffer Rechengenauigkeit 16sen.

Dieses Problem der schlechten Kondition von A tritt bei fast allen Ausgleichsrechnun-
gen auf. Also sollte man grundsétzlich hier mit maoglichst groffer Rechengenauigkeit
rechnen (z.B. extended REAL-Variable).

2. Nichtlineare Probleme

Ist die Abhéangigkeit der Funktion f von mindestens einem gesuchten Parameter d;

= 0 nichtlineare

nicht-linear, so erhalt man bei den partiellen Ableitungen

od,;

Gleichungen.
Beispiel
Flz,d) = di + doed3®

N
= P(d) = Y (dh + dacT )
=1
oF

N
9 = 2 Z(dl + dzed?)xi - yi>ed3xi =0 = nichtlineare Gleichung.

=1
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Also erhalten wir allgemein im nichtlinearen Fall ein nichtlineares GLS
or
od;
Dieses nichtlineare GLS miifite mit Hilfe des Newton- Verfahrens naherungsweise gelost
werden. Beim Newton-Verfahren wird mit Hilfe der Taylorentwicklung bis zur Ord-
nung 1 das nichtlineare GLS linearisiert.

Einfacher ist es hier, direkt die Koordinaten des Fehlervektors

-,

r; = f(x,d) —y; , i=1,..., N, mit Hilfe der Taylorentwicklung zu linearisieren.

0 , 2=1,...,n.

Mit

gi(d) = f(x;,d) , (i=1,...,N)

lauten die Koordinaten des Fehlervektors: r; = gi(d) —1y; , (i=1,...,N) .

g1(d)
Mit g(d) = : erhalten wir den Fehlervektor

gn(d)

F=g(d) 7

Sei d® eine Anfangsnaherung, so gilt mit dem Korrekturvektor k=d—do .

7 . 9gi(d®) .
gi(d)%gi(d(o))_FZ%.kj , (i=1,...,N)
j

j=1
(Taylorentwicklung um d9 bis zur Ornung 1).

Damit lauten die linearisierten Koordinaten des Fehlervektors
" 9g; (d\0)

ki g (dO) — i =1.....N).
o i+ 9i(d?)—y, , (i=1,...,N)

=
j=1

Mit

(O _ 9g:i(d”)

) _ 0
0T ad, und 2% = y; — gi(d?)

gilt also mit der Matrix C(©) = <cl(-?)> und dem Vektor #(0) = (zgo) )

— cOF _ x0)

=y

Analog zum linearen Fall (vgl. S.78/79) fiihrt dies, wenn die Fehlerfunktion F(k) mi-
nimal werden soll, auf das lineare GLS

AOL =50 mit A0 — O ynd 50 = cOT #0)
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Als Losung dieses GLS AOF = 59 erhilt man den Korrekturvektor & .

Dann wahlen wir als nachste Naherung;:

dY =d 4ok , a=1,1/2,1/4,...
bis F(J(l))<(1—%)F(J(O))

a heit Ddmpfungsparameter (vgl. gedimpftes Newton-Verfahren).

Wird « zu klein, so mufl das Verfahren beendet werden.

Algorithmus

—

Wahle Ausgangsnaherung d .
Berechne fir l =1,2,...

_a%(j) . .
Cij = o , (i=1,...,N,j=1,...,n)
i=yi—gi(d) , (i= )
A=CTC |, b=CTz2

GLS Ak =0 lésen (mit GauB-Algorithmus)

Setze o= 1,1/2 1/4,..
bis F(d+ ak) < (

! (d+ ak) — F(d)]

Q

1-— Z)F(J) (oder a <€)

bis h <d oder aw<e oder [ zugroB (keine Konvergenz).

Beispiel 1.

Mefpunkte: (z;,y;) , i=1,...,N.

Gesucht:  f(z,d) = di + doed3T

Definiere folgende Funktionen (mit globalen Variablen dy,ds, ds)

g(x) =di + dged?’x

9@) = 52 0) - 2e) = () ) = g ()

also in diesem Beispiel:
gl(@) =1, ¢2(z)=eBT | ¢3(z) = zdpeds® .

Dann erhalt man
gigmg gggxlg ggExlg gl(z1) gl(x2)
o Il ICCE D2 e e
gl(zn) g2(zn) g3(zN)
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Berechne fir [ =1,2,...

Yo 9l(zi)gl(z:) Yo gl(mi)g2(zi) Y- g1(wi)g3(xs)
A=CTC = > 92(xi)g2(zs) Y- 92(wi)g3(zs)
symmetrisch > 93(xi)g3(zs)

. > g1(wi)(yi — g(x:))

b=CT7=CT(7—g(d) = | 3 92(:)(yi — g(z:))
> 93(xi)(yi — g(:))

N
herbei ist > eine Abkiirzung fiir Z :
i=1

Lose das lineare GLS Ak =b = Korrekturvektor k .
Wihle o =1,1/2,1/4,...
bis F(d+ ak) < (1 —a/4)F(d) (beenden, falls o < ¢)
N
mit F(d) = » (g(z:) —u:)°
i=1
Berechne h = |F(d + ak) — F(d)]
Setze d:= cf+ ok

bis h<d oder aw<e oder | zu grof (keine Konvergenz).

Beispiel hierzu
Vorgegeben: z; = (i —1)* 0.5 , y; = f(z;)) =1+05e"% | (i=1,...,N).
Die Punkte liegen also alle exakt auf dem Graphen der e—Funktion mit

f(x)=1+05e"% also dy=1,dy=05, d3g=—1.

Fiir N =10 erhalt man im Falle geeigneter Startwerte nach [ Schritten die gesuchten

Werte d; =1, do = 0.5, d3 = —1. Bei ungeeigneten Startwerten erhéalt man keine
Konvergenz:
Startwerte Konvergenz nach [ Schritten
di do ds [
2 1 2 5
3 5 4 5
1 1 1 keine Konvergenz
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Y

i 2 3 4 5

Ausgleichsrechnung fir e— Funktion

Im folgenden Bild wurden die y;—Werte mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators leicht
gestort:

Y

i 2 3 4 5

Ausgleichsrechnung fir e— Funktion
Beispiel 2.
Gesucht:  f(z) = dy sin(dax + d3).
Definiere folgende Funktionen (mit globalen Variablen dy, ds, d3)
g(x) = dy sin(dax + d3)
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gl(z) = @(x) = sin(dex + d3)

 Ody
9g

92(z) = =—=(x) = zd; cos(dax + d3)
p

g3(x) = —g(x) = dj cos(dax + d3) .
dds

Dann kann der gleiche Algorithmus wie in Beispiel 1. benutzt werden.

Beispiel hierzu

Vorgegeben: z; =a+ (i— 1)« (b—a)/(N —1) , y; = f(x;) = 2sin(0.5x; — 1)
(i=1,...,N) , (a,b Intervallgrenzen).

Die Punkte liegen also alle exakt auf dem Graphen der sin —Funktion mit

f(z) =2sin(0.5x — 1) ,also dy =2, dy =05, d3g =—1.

Fiir N = 10 erhalt man im Falle geeigneter Startwerte nach [ Schritten die folgenden
Werte d1 y dg s d3:

Startwerte Konvergenz nach [ Schritten
dy dy ds [ dq do ds
1 1 -2 6 2 0.5 —1
3 1 0 7 —2 0.5 Tm—1
1 9 -2 9 2 8924 —3.712

Die Werte in der zweiten Zeile ergeben die gleiche sin —Funktion, denn:
—2sin(0.52 4+ (7 — 1)) = 2sin(0.5z — 1) .

F 3

2..

Ausgleichsrechnung fir sin — Funktion
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Wird der Startwert fiir die Frequenz, also dy , unglinstig gewahlt (vgl. 3. Zeile
in obiger Tabelle auf S.86), so kann als Ergebnis eine andere (als die vorgegebene)
Frequenz auftreten, wie das folgende Bild zeigt:

L

Voui

Ausgleichsrechnung fiir sin — Funktion fiir die Startwerte dy =1, dy =9, dg = —2

Beispiel 3.

do

Gesucht:  f(x) =d; + T d

Definiere folgende Funktionen (mit globalen Variablen dy,ds, ds)

d2
l‘—f—dg

g(x) =di +

Dann kann wieder der gleiche Algorithmus wie in Beispiel 1. benutzt werden.
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Beispiel 4. Ausgleichsrechnung fir den Kreis
Gegeben: N MeBpunkte (z;.y;) , (i=1,...,N).

Gesucht: Parameter zg, yo , r mit
al 2

b= Z<(x2 —20)? + (yi — y0)® — 7“2) minimal.
i=1

Dies ist ein nichtlineares Ausgleichsproblem. Durch geschickte Wahl anderer Parame-
ter, aus denen sich dann die gesuchten Werte xg, 1o, berechnen lassen, kann dieses
nichtlineare Ausgleichsproblem in ein lineares Ausgleichsproblem tibergefiihrt werden:
Es gilt
(wi = 20)* + (9 — yo)* = r* = @ — 2wow; + x5 + Y — 2oy +y5 —

= (a7 +v7) — (r* — (2§ + ¥5)) — 2x0xi — 20y -
Also folgt mit dy =72 — (23 +y3) , do =2z , d3 =2y

N 2

F(dy,da,d3) = Z(dl + dow; + dyy; — (27 + %2)) minimal.

i=1
Damit haben wir ein lineares Ausgleichsproblem erhalten mit
hl(.’lﬁ,y) =1 ) hg(l’,y) =T hg(l’,y) =Y.
Das ergibt mit ¢;; = h;(z;,y;) folgende Matrizen

1 1 w»n - |
L ox2
C: . . . N CT = I i) IN
Yi Yy2 ... YN
1 zny yn

N o Yw Dy
A=CTC =Yz a2 S xwy
Zyi Zl’z’yz’ Zy?

v1 +yi s
. 3+ y3 > (zF +yi)
b=CT . = | Xwi(@} +v7)
s >yi(@} +y?)
Die Losung des linearen GLS Ad=1b ergibt di,ds,ds und damit
do ds
xOZE; y0:?7 T:\/d1+($(2)+y(2))

Beispiel hierzu

Vorgegeben: N Punkte auf dem Kreis (z —1)% + (y — 2)? =22 | also
x;=14+2cost; , y;=2+2sint; , t;, =27x(t—1)/N , (i=1,...,N).

Ergebnis: xog=1, yo=2, r=2.
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Im folgenden Bild wurden diese Punkte zusatzlich mit Hilfe eines Zufallszahlengener-
ators leicht gestort.

Ergebnis:  x9 =0.992 , yo =1.992 , r =1.995 .

| J

{ 2 3

Ausgleichsrechnung fir den Kreis
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VII Gradientenverfahren , Konjugierte Gradientenverfahren

Problemstellung
Gegeben: f:D C IR" — IR , f stetig differenzierbar in D .

Gesucht: min f(Z) .
reD

Notwendige Bedingung: grad f(Z) =0 .

1. Moglichkeit:

Newton-Verfahren zur Losung des GLS grad f(Z) =0 (vgl. S.35).
0% f

8xiax]~>1gz’,jgn '

Die Funktionalmatrix lautet dann (

Bemerkung: Diese 1. Moglichkeit ist nur sinnvoll bei relativ kleinen Optimierungs-
problemen.

2. Moglichkeit: Gradientenverfahren

Wir benutzen i.f. die 2—Norm ||Z||2 und schreiben hierfiir kurz ||Z|| .

Die Richtungsableitung von f an der Stelle Z in Richtung @ mit ||d@|| =1 lautet
of
ad
Die Richtungsableitung wird maximal < cosa=1 & a=2kn, (k€ Z)
& a=Agrad f(¥) , (A € R).

Also gilt: grad f(Z) zeigt in die Richtung des stérksten Anstiegs

() =< grad f(7),d >= [|grad f(Z)| [|@]| cos o = [|grad f(Z)[| cos v (da [|a@]| = 1).

= —grad f(Z) zeigt in die Richtung des starksten Gefilles.

Diese Aussage fuhrt zu folgendem Gradientenverfahren:

Gradientenverfahren

Waihle Startvektor &y .
Fir £ =0,1,2,... berechne
di == —grad f(Zy)  (Bestimmung der Richtung)
Bestimme oy, mit min f(Z + axdy)  (Liniensuche)
QK
Tpt1 = Tk + apdy,

bis ||di| <€ oder k zu grof (keine Konvergenz).

Die Liniensuche ist im allgemeinen Fall nicht exakt durchzufiihren. Man halbiert
deshalb den Faktor « (&hnlich wie beim geddmpften Newton-Verfahren (vgl. S.33))
bis man einen besseren Wert Zj41 gefunden hat:
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Gradientenverfahren (mit Halbierung)

Waihle Startvektor 7y und Schrittweite oy .
Fir £ =0,1,2,... berechne
di == —grad f(Z;)  (Bestimmung der Richtung)

Setze a = ag,a0/2,a0/4,... bis (@ +ady) < f(T) — %HJ;H?
(oder bis a < 2710qy)
Tht1 = Tk + O,/CZ;C
bis ||di| <€ oder o <2 0 oder k zu groB (keine Konvergenz).
Beispiel f(z,y)=zy(z+y—3) (vgl. S.35),

1
f hat ein relatives Minimum bei (1> .
Ergebnisse:  Gradientenverfahren mit Halbierung

1.3 1
Startvektor ( ) — <1) nach 9 Iterationsschritten

1.3
1.3 1 ) .
Startvektor ( 0 7) — (1> nach 18 Iterationsschritten
1.5 .
Startvektor <1 5) keine Konvergenz.

Spezialfall: Lineares GLS AZ =1b ljsen

Sei A eine symmetrische, positiv definite (n,n)—Matrix und b ein fester Vektor aus
IR™, dann gilt fiir die folgende Funktion f

f(@)==-<AZ, 2> —-<bzr> , ¥€R"

z
2
und ( o/ ) = A positiv definit.

Damit gilt: f hat bei ¥ ihr absolutes Minimum .
& & ist Losung des linearen GLS AZ = b.

Also kann man auch umgekehrt zur Bestimmung der Losung des linearen GLS A7 = b

1 —
fiir die Funktion f(Z) = 5 < AZ, % > — < b,Z > mit Hilfe des Gradientenverfahrens

das Minimum suchen. In diesem Fall ist die Liniensuche besonders einfach, wenn die
Richtung d vorgegeben ist:

Gesucht: « mit min f(Z + ad)
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Sei p(a) = f(F+ad) . Gesucht: minp(a) .
Notwendige Bedingung: p'(a) =0 .

Es gilt
p(a) = if(a_s'—i— ad) = z”: ﬁ(f—}— ad) - d,  (Kettenregel)
do — oxy b
=< grad f(Z+ ad),d >=< A(Z+ad) — b, d >=< AT —b,d > +a < Ad,d >=0
< A% —b,d >
= o= — e .
< Ad.d>
P () =< Ad,d >> 0 fiir J;é 0, da A positiv definit.
Also gilt
- < AF-b.d>

min (£ + ad &S = ——
o A ) < Ad,d >

Um die weiteren Eigenschaften besser beschreiben zu kénnen, fiithren wir zunéchst ein
neues Skalarprodukt ein:

Definition 7.1 :  Skalarprodukt
< Ty >a=< A,y >
ist ein Skalarprodukt, falls A symmetrisch und positiv definit.

Beweis :
a) < T, YT>a=< AT, § >=< T, AT >=< T, A >=< Aj, T >=<§,T >4
(da A symmetrisch)

b) <AL, Y >A=< AN, Y >= A< AZ, Y>= A< T,y >4
) <THY,Z7>a=< A(Z+47),Z2 >=< AZ, 27>+ < AY, 2 >=< T, Z2>4 + < §,Z >4
d) <Z,@>s=<AZ,>>0 VZ#0 (da A positiv definit)

<E,T>p=< AZ,7>=0 & ¥=0.
Also sind alle Eigenschaften eines Skalarprodukts erfiillt. Mit Hilfe dieses Skalarpro-
dukts ist damit eine neue Vektornorm definiert:
Definition 7.2 :  Vektornorm

|Z||a = V< Z,Z >4 =< AL, Z > .

Mit Hilfe dieser Norm kann man fiir das Gradientenverfahren folgende Fehlerab-
schétzung zeigen (vgl. Literatur)

k(A) -1

— — k — —
I7 = 7la < (5p) 1% — 7lla
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wobei ' die gesuchte Losung des GLS AZ = b , T der k—te Iterationsvektor und

k(A) die Konditionszahl k(A) = % von A ist (vgl. S.12).
. o . kE(A)—1 :
Hat A eine grofle Konditionszahl, so ist der Faktor m fast 1, und die Kon-

vergenz damit sehr langsam. Z.B. bei k(A) = 1000 bendtigt man ~ 350 Schritte, um
den Fehler zu halbieren. Deshalb muf}; um ein fiir die Praxis geeignetes Verfahren zu
erhalten, das einfache Gradientenverfahren verbessert werden.

Konjugierte Gradientenverfahren (cg-Verfahren)

Sei A eine symmetrische, positiv definite (n,n)—Matrix und be R

Gesucht:  Losung & des linearen GLS A% = b

1 —
< min f(Z) mit f(f):§<Af,a?>—<b,f>.
X

Idee des cg-Verfahrens

Man wahlt die Richtungen d, bzgl. des Skalarprodukts < Z,4 >4 orthogonal, also
< Jk+1,Jk > =< AJk+1,Jk >=0.

Da grad f(&)) = A%y — b , soll fiir die neue Richtung dy.q gelten:

1) dip1 = —Gesr + Bede mit g, = ATy — b

2) < dpyr,dp >a=< Adji1,dp >=0,

also:

< Jk+1, qu > A=< Acfk+1, Jk >=< ddkH,Acfk > (da A symmetrisch)
=< —§k+1 + ﬁkdk, Adk >=— < §k+1,Adk > +ﬂk < Adk,dk >=10 =

_ < §k+1,AJk >
< Ady,,dy, >

B

Bei vorgegebener Richtung d} erhalt man bei der Liniensuche fir
min f(Z + ardr)  (vgl. S.92)
o

<Afk—g,Jk>_ <§k,(fk>

A = - =
< Adk,dk > < Adk,dk >

Damit erhalten wir das folgende cg- Verfahren
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cg-Verfahren
Wahle Startvektor =y ,
Go:=AZo—b , doy=—go -
Fir £ =0,1,2,... berechne

< Gu,di, >

< Ady,,dy >
Trp1 i= T + opdy
Grr1 = ATpy1 — b= Ady, — b+ apAdy, = Gy, + apAdy,
b S i1, AﬁJk >
< Ady,dy >

i1 = —Grs1 + Brdi

bis ||dps1]| < € oder k zu grof (keine Konvergenz).

A = —

Da die neuen Werte auf den Speicherpliatzen der alten Werte gespeichert werden,
bendtigt man fiir die Programmierung keine Indizes. Ohne Indizes lautet das
cg- Verfahren:

cg-Verfahren

Wahle Startvektor 7',
Gi=A7—b , d=—7.
Fir £ =0,1,2,... berechne

EzzAcf, 7:=<_’,J> , o= —

r:=r4+ad , g:=g+ac

bis ||d|| < e oder k zu grof (keine Konvergenz).

Fiir dieses cg- Verfahren lautet die Fehlerabschdtzung (vgl. Literatur):

- g — &
1) 170 =7l

|2 — Zl|a < 2( "

Beispiel
k(A) =1000 = ||Z% — Z||a < 2(0.9387)|| %o — & a
Der Fehler wird in diesem Beispiel nach 22 Schritten halbiert (vgl. 350 Schritte beim

einfachen Gradientenverfahren, S.93).
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Beispiel A (25,25)—Matrix von Beispiel S.26
B D
D B D
A= D B D
D B D
D B
mit den Teilmatrizen (jeweils symmetrische (5,5)—Matrizen)
4 -1 —1
-1 4 -1 -1
B = -1 4 -1 , D= -1
-1 4 -1 -1
-1 4 —1
- 1
b=——(1,1,1,...,1)T.
18( ) Y Y ) )
Mit dem Startvektor # = (1,1,...,1)T bendtigt man nur 5 Iterationen, um die

gesuchte Losung 7 des GLS AT = b mit einem Fehler von ~ 107! anzunihern
(vgl. 22 Iterationen beim Uberrelaxationsverfahren, S.27).

Vorkonditionierung

Fine noch bessere Konvergenz erhalt man, wenn man zusatzlich eine Vorkondition-
terung vornimmt.

Wahlt man anstelle des Vektors g = ATy — b den Vektor ka = C~'G, mit einer
regularen Matrix C', so erhalt man im 1.Iterationsschritt
fl = _‘0 + Oé(—C_lgo) = f() — ac_l(Afo — g)

= (&) — aC~LAZy) + aC~1b .
Mit @« =1 und C = A erhielte man im 1.Tterationsschritt: 7= A1 , also schon
die gesuchte Losung des GLS AZ = b. Mit C = E erhélt man das cg- Verfahren. Ist

C =~ A, so erhalt man schon nach wenigen Schritten die gesuchte Losung.
C ist so zu wahlen, dafl das GLS Chy = g einfach zu losen ist.

In der Praxis fiihrt man fir A eine "unvollstandige” LDLT — Cholesky-Zerlegung
durch: C = LDLT |

z.B.: nur fiir einige Nebendiagonalen oder

z.B.: nur fiir die Elemente von A, die von Null verschieden sind (bei schwach besetzten
Matrizen).

Man erhélt dann anstelle von k(A) die Konditionszahl k(C~1A) .
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pcg-Verfahren (preconditioning conjugate gradients)
Wahle Startvektor ¥ , §:= Ax¥ — I;,

Ch=g GLSlésen , d=—h.

Fir £ =0,1,2,... berechne

bis ||d|| < e oder k zu groB (keine Konvergenz).

Bemerkung

Ist die Matrix A nicht symmetrisch oder nicht positiv definit, so kann man die Matrix
AT A betrachten, denn AT A ist symmetrisch und, falls A regulir, auch positiv definit

denn:
(ATA)T = ATATT = AT A
< ATAZ, & >=< AZ, AT >= ||AZ|>>0 , =0 < Z=0 (falls A regulir).

Multipliziert man das GLS AZ = b von links mit AT , so erhalt man das neue GLS

AT A7 = ATh it der symmetrischen, positiv definiten Koeffizientenmatrix A7 A
und der neuen rechten Seite ATb .

Allgemeine Minimierungsprobleme
Wir kommen nochmal zuriick auf allgemeine Minimierungsprobleme:

Gesucht: min f (&)
reD

fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: D C IR" — IR .

Man kann das cg- Verfahren so abandern, dafl man es auch auf solche allgemeinen Min-
imierungsprobleme anwenden kann. Man muB jeweils A% —b durch grad f (Z) er-
setzen. Dann erhélt man das Verfahren von Fletcher — Reeves. Eine Variante hiervon
stammt von Polak — Ribiere.
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Verfahren von Fletcher — Reeves

Wahle Startvektor 7,

gi=grad f(¥) , d=—7.
Fir £ =0,1,2,... berechne

—

a mit min f(Z+ ad)  (evt. mit Schrittweitenhalbierung annéhern)

—

, §:=grad f(Z)

Il
81

T:

_|_

ad
N7
/3: —
y g

Q||
L VIV

<
<

=g , di=—g+pd
bis ||d]| <€ oder k zu groB (keine Konvergenz).

Variante von Polak — Ribiere

Anstelle von obigem 3 wird [ folgendermafien berechnet
_<§-§.g>
S <gg>

Beispiel  f(z,y) =zy(z+y—3) (vgl. S.35 und S.91),

1
f hat ein relatives Minimum bei (1> .

Ergebnisse:  Verfahren von Fletcher — Reeves

1. 1
Startvektor < ] 2) — <1) nach 6 Iterationsschritten

1.3

Startvekt
artvektor (_0‘7

1
) — (1> nach 15 Iterationsschritten

1.5
Startvektor <1 5) keine Konvergenz.

Eine andere Moglichkeit, das obige Minimierungsproblem zu losen, bietet das Newton-
Verfahren (vgl. S.35) oder das Quasi-Newton- Verfahren.
Beim Quasi-Newton- Verfahren wird in jedem Iterationsschritt die Funktionalmatrix

82
( 5 8f > angendhert (vgl. Literatur, z.B.: Schabak — Werner, Numerische Mathe-
L0 4

matik, S.312 ff).
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VIII Differenzenverfahren, Finite Elemente

Problemstellung

Gegeben: Partielle Randwertaufgabe

Beispiel FElliptische DGL
Gegeben: G C IR?* (Normalbereich)

Uy + Uyy = f y Upg = ¥

hierbei sei f: G — IR stetigin G , ¢ :0G — IR stetig in 0G.

Gesucht: Losung u in G mit v € C?(G) und u € C(G).

1. Differenzenverfahren

Man legt ein Netz iiber G

und erhélt die Gitterpunkte (z;,y;) . pd N
u;; sei die Ndherungslosung fiir u(z;,y;) . ( )
Falls (x;,y;) Randpunkt ~ g

= u(z,y;) = ¢(zi,y;) als Randwert gegeben.

Die Ableitungen u,, und wu,, werden durch Differenzenquotienten ersetzt:

1
Uy (T4, y5) ﬁ(ui—l,j — 25 + Uiy1,5)

1
Uy (T4, ;) = ﬁ(uz‘,j—l — 2u4j + Ui jy1)

jeweils fiir die inneren Gitterpunkte.

Hierbei sei h (bzw. k) die Schrittweite in x— (bzw. y—) Richtung.

¥3

Beispiel Rechteck 1

1
Sei h=k=—,

n t,:zl %92
ZL’l:’lh N yj :jh,

h

fm—f(xiayj) I
(0 <4, <n). — ¥ 1
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Folgende Punkte sind Randpunkte:

uio = u(r;,0) = o1(xi) = 9(2:,0) , win = u(zi; 1) = @3(x:) = ¢

uoj = u(0,y5) = @aly;) = 0(0,45) » un; = u(l,y;) = @2(y;) = (L, y5) ,
Nach Multiplikation mit h? erhalten wir die folgenden Gleichungen
(1,5 — 2uij + wig1,5) + (wij—1 — 2ui; +uijr1) = h2fi; , (1<4,7<n-—1).

Das sind (n —1)? viele Gleichungen fiir die (n — 1)2 Unbekannten
U1, U12, - -, Un—1,n—1 , also die Naherungslosungen in den inneren Gitterpunkten.

Z.B. erhalten wir fiir + = j =1 die folgende Gleichung:

up1 —2u11 + U1 + U0 —2u1y + ur2 = h? f1;
~— ~—

R.P. R.P.

wobei up; und w9 Randpunkte (R.P.) sind.

Bringen wir diese Randpunkte auf die rechte Seite und multiplizieren anschlieend
mit (—1), so erhalten wir die Gleichung:

32
dury — uig — u21 = —h? fi1 + uo1 + uio -

In Matrizenschreibweise erhalten wir insgesamt z.B. fiir n =5 folgendes lineare GLS

4 —1 -1 U11 Ji1
-1 4 —1 -1 U2 f12
-1 4 -1 -1 U3 f13
-1 4 —1 U4 f14

—1 4 —1 ugr | = —p2 | fa | 47
-1 -1 4 -1 U22 Jo2
—1 -1 4 -1 U23 Jo3
-1 -1 4 U24 Joa

mit dem Vektor 7 der Randpunkte

Up1 + U10
Uo2
U3

Upq + U1s

U20
0
0

U25

=
[l

Die Koeffizientenmatrix A ist eine ((n — 1)2,(n — 1)?)—Bandmatrix der
Bandbreite (n—1) .
Sie ist symmetrisch, positiv definit und “fast” diagonaldominant.
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Das GLS 1afit sich fiir kleine n mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens fur Bandmatrizen
losen. Fiir grofle n sollte man ein iteratives Verfahren benutzen, z.B. das Uber-
relazations- Verfahren (vgl S.27) oder das cg— oder pcg—Verfahren (vgl. S.94,96).

Beispiel 1

G:{(x) € R? : 0<x,y<1} (Recht-
Y
eck)

Ugy + Uyy =0 in G. 1

Randbedingung:

Exakte Losung: u(x,y) = 22 — y>.
Ergebnis:  Differenzenverfahren

Maximaler Fehler zwischen w;; und w(z;,y;) in Abhéngigkeit der Anzahl der
Unterteilungen n :

n maximaler Fehler
5 21071
10 5-10712
20 1.5-107 1

Beispiel 2
x

)
Randbedingung: wjpq = sinTr +sinmy .

Ugy + Uyy =0 inG:{( ) € R* : 0<x,y<1} (Rechteck).

Ezakte Losung:

sin sin my

(Sinh my — sinhw(y — 1)) + = (Sinh mx — sinh(z — 1)> .

sinh 7

u(z,y) = sinh 7

Ergebnis:  Differenzenverfahren

Maximaler Fehler zwischen w;; und w(z;,y;) in Abhéngigkeit der Anzahl der
Unterteilungen n :

n maximaler Fehler
5 3.4-1072
10 9.4-1073
20 2.4-1073
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Ein weiteres Beispiel befindet sich im néchsten Abschnitt iiber Finite Elemente (vgl.
S.126).

Algorithmus fiir vz, +uyy = f in G mit

G:{(x>€]R2 : O<x7y<1} (Rechteck) h:l,
Y n

mit den Randbedingungen:

u(z,0) = ¢1(x) , u(z,1) =ps(x) , u(0,y) =pa(y) , u(l,y) = e2(y) -
Erzeugung der Matriz (Bandmatrix fir Cholesky- Verfahren)
Bandbreite M =n—1 , N = M?

(N, M + 1)—Matrix A mit 0 vorbelegen

firi=1bis N : a;my1 =4: Ende der i—Schleife
firi=2bis N : a;m =—1: Ende der i—Schleife

fir i =1bis N step M: a;p =0: Ende der i—Schleife
firi=nbis N : a;; =—1: Ende der i—Schleife

Erzeugung der rechten Seite

flir =1 bis M
fir j =1bis M
x=ixh,y=j*xh,k=Mx(i—1)+j
by = —h2f(x,y)

fallsi =1 = b =br + g04(y)
falls i =M = by = br + p2(y)
falls j =1 = b =br+ 901(1')
falls j = M = by = b + ¢3(x)
Ende j—Schleife
Ende i—Schleife

Cholesky-Verfahren oder iteratives Verfahren anwenden = wu;; .

Bemerkung :

Liegen andere Grundgebiete (als Rechteck) vor, so miissen evt. in der Ndhe des Ran-
des andere Differenzenquotienten gewéhlt werden (siehe z.B.: Schwarz: Numerische
Mathematik). Dann erhélt man andere Koeffizientenmatrizen. Diese sind aber i.a.
immer noch symmetrische Bandmatrizen.
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2. Finite Elemente

Zusammenhang zwischen Differentialgleichung und Variationsaufgabe

Sei M ={f:la,b] - IR : f 2— mal stetig differenzierbar , f(a) =a, f(b) =g}
die Menge aller auf [a,b] 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen, die die Randbe-
dingungen f(a) = a, f(b) =0 erfiillen.

Sei F: Dp C IR?® — IR 2 mal stetig differenzierbar. Dann definieren wir das
Funktional J: M — IR mit

I(f) = / F(a, f(2), f'(x)) da

Hierbei wird jeder Funktion f € M die reelle Zahl J(f) zugeordnet.
Gesucht:  fe€ M mit J(f) minimal , also:  J(f) < J(g) Vge M.

Beispiel

Gesucht ist die Funktion f € C?|a, b],

f
deren Graph die kiirzeste Verbindung . /_/
zwischen den Punkten (a) und <g) X

o'
ergibt.

a b
b

Kurvenliange: J(f) :/ V14 (f'(z)? dx , fla)=a, f(b)=7,

also  F(x, f, f') = 1+ (f'(x))%

Idee der Variationsrechnung

f sei die gesuchte Extremalfunktion von J , also J(f) < J(g) Vg€ M.
u: [a,b] — IR sei eine in [a,b] 2-mal stetig differenzierbare Funktion mit
u(a) = u(b) = 0, dann gilt:

(f+A ) € M VXe IR und fir kleine |A] ist (f 4+ Au) in der ”Nachbarschaft” von f.
Setzen wir (f + Au) in J ein, so erhalten wir eine Funktion ¢ : IR — IR von A

b
©o(A) = J(f + Au) :/ F(z, f+ M, f' + M) dz

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum von ¢(A\) bei A =0 ist ¢’(0) =0, also
b

¢ (0) :/ (Fy-ut Fpou) do=0.

Mit partieller Integration folgt hieraus
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b b b d
go’(()):/ Fy-udr+ uFf/} —/ u%(Ff/) dx

r=a
=0, da u(a)=u(b)=0

_ /ab(Ff - %(@))a dz =0

Da diese Gleichung fiir alle 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen
u: la,b] = IR mit u(a) =u(b) =0 gilt, folgt aus folgendem Hilfssatz:
d

L (Fp)— Fy =
dx(f) F=0

Dies ist die zur Variationsaufgabe gehoérende Fulersche Differentialgleichung.

Ergebnis 8.1 : Damit f das Funktional J(f) minimal macht, mufl f notwendi-

gerweise Losung der zugehorigen Fulersche DGL d—(Ff/) —Fy=0 mit f(a) =
x
a, f(b) =0 sein.

Hilfssatz 8.2

Sei ¢ :[a,b] — IR stetig in [a,b], und es gelte fiir alle 2-mal stetig differenzierbaren
Funktionen wu : [a,b] — IR mit wu(a) =u(b) =0:

/abg(x)u(a:) dx =0 .

Dann gilt: g(x) =0 Vx € [a,b)] .

Beweis :
g
Annahme: N\
dzp € [a,b] mit g(xg) #0 l ﬁ)'
= JU(xp) mit U(xg)
g(x) #0 Va € U(zg) (da g stetig).
Wahlen wir u(z) =0 auflerhalb von U(zg),
aber u(z) > 0 im Innern von U(zg), so folgt
b

| staputo) dz 0 ] "
= Widerspruch zu = 0. L‘\ >

Uxp)

Beispiel (von S.102)

b
J(f) = / VIt F@) do .

Die zugehorige Eulersche DGL lautet, da Fy =0 :

2 (77) :%(ﬁ) -0 = ﬁzc
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= =0+ f% = ffA-A=3 = fP=d = fl=q
= [f@)=ar+c mit fla)=a, f(b)=7

= f ist Gerade zwischen (Z) und <g) .

Wir nutzen das Ergebnis 8.1 folgendermaflen:

Wollen wir eine Randwertaufgabe 16sen, deren DGL sich als FEulersche DGL eines
Variationsproblems darstellen 148t, so versuchen wir, das zugehorige Variationsproblem
(ndherungsweise) zu l6sen. Die Losung des Variationsproblems mufl dann auch Losung
der gegebenen Randwertaufgabe sein.

Beispiel
Gegebene Randwertaufgabe: (lineare DGL 2.0rdnung)

y' +a(z)y +b(r)y=c(x) , yla)=a, yb) =7

Gesucht: zugehorige Variationsaufgabe

J(f):/ab(]?f/2—Qf2+2Tf> dr , fla)=a, f(b)=2

also F(x, f,f') =pf® —qf* +2rf .
Zugehorige Eulersche DGL:

%(2pf’)—(—2qf—|—2r):0 = 20'f +2pf" +2qf —2r =0
= pff 4o raf=r = eyl T

p p p
Es muf} gelten: Z;((;)) =a(x) , ]% =b(z) , Z% =c(z) .

! 1
Aus der DGL %:a(x) folgt /2_9 dp:/a(a:') dr = In|p| :/a(a:) dr =

Beispiel hierzu

y'—y=a , y0)=y(1)=0,

/de
> pa)=c) =1, q@)=-1, r@)=x.

Also lautet die zugehorige Variationsaufgabe
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1
J(f) = /O P+ 2 1 2uf) de . f(0)= f(1) =0

FEine Losung dieser Variationsaufgabe ist auch Losung der gegebenen Randwertauf-
gabe y"—y=z , y(0)=y(1)=0.

Naherungslosung des Variationsproblems

i la,b) = IR , (i=1,2,...n), seien vorgegebene geeignete Grundfunktionen.

f werde angenéhert durch

n

fl) =) i)

=1

Gesucht: die unbekannten Koeffizienten ¢; , (i=1,...,n).

n
Setzen wir anstelle von f diese Annéherung Z civi(x) in das Funktional J(f) ein,
i=1
so erhalten wir eine Funktion von den unbekannten Koeflizienten c¢;

b n n
J(f)zL(cl,...,cn)z/ F(x,Zcigoi,Zcigog) dr .
@ i=1 i=1

Damit L(cy,...,c,) minimal wird, mufl gelten: Do 0 Vk=1,...,n,also
Ck
oL b )
—_— = (Ff¢k+Ff/g0k)d$=0 szl,...,n
(9Ck a
Dies ist ein GLS fiir die unbekannten Koeffizienten ¢; , (i =1,...,n).

n
Die Losung ergibt chi(m) als Naherung fiir die gesuchte Losung f des Vari-
i=1
ationsproblems, und damit eine Naherungslosung der zugehorigen Eulerschen DGL
einschliefllich der gegebenen Randbedingungen.

Wahl der Grundfunktionen

Sind die Randbedingungen f(a) = f(b) = 0 gegeben, und 148t man in M alle in
[a, b] stetigen und stiickweise glatten Funktionen zu, also

M = {f :[a,b] — IR, f stetig und stiickweise glatt , f(a) = f(b) = O} ,

so konnen als Grundfunktionen ¢;(x) folgende einfache Funktionen gewahlt werden:
Seien x; = a+ih , (i = 0,1,...,n) , die Teilpunkte des Intervalls [a,b] mit der

Schrittweite h = ;a, dann definieren wir als Grundfunktionen ¢; , (1 <i<n-—1):
n
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(l‘ — :Eq;,l)/h ,falls Ti—1 S x S €T;

vi(z) =< (rip1 —x)/h falls x; <z < x4
0 , sonst
A
)
! i
a=xp -1 X X1 Xn—

n—1
Dann erhalten wir fiir P(z) = Z cipi(z) folgenden Graphen:
i=1

|

a='X0 }':1 X2 153 i i i xX..=b

Da ¢;(z;) =1 und ¢;(z;) =0 Vj#i, gilt:
1

P(zi) =) cjpj(zi)=c; V1<i<n-—1.
1

n

<.
I

Beispiel

Gegeben: Variationsaufgabe

b
) = [or? = af* +20f) do winimal . fla) = f6) 0.
Gesucht: Néherungslosung P(:c):Zcigoi(a:).

b n—1 9 n—1 9 n—1
Lict,...,cn1) = / (p(Z Ci@;) - Q<Z Cz'%’) +27’ZCW¢> de .
a i=1 i=1 i=1
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Notwendige Bedingung fiir Minimum:

oL b n—1 n—1
e = / (2p<z cwi)% - 2q(2 cm) ok + 27“9%) dx
a =1 =1

1= 1=

n—1 b b b
= 22@ [/ ppl) do —/ qi Pk da:} +2/ ro dr =0
’L:1 . a a 7 \a 7

Vv Vv
Qi *bk

AG=1b

n—1
= Zakici:bk Vk=1,....n—1 =
i=1
mit
b b b
akiz/psofi% dw—/ qpipr dx bk:_/ Ty dr .

Berechnet man diese Integrale (z.B. numerisch mit Hilfe Gauflscher Quadraturformeln
(siehe Literatur)), so erhilt man die Werte ay; der Koeffizientenmatrix A und die

Werte b, des Vektors b der rechten Seite des linearen GLS AZ=b .
Die Losung dieses linearen GLS Ac = b ergibt die gesuchten Koeffizienten ¢; und

n—1
damit die Ndherungslosung P(z) = Z cipi(T).
i=1

Beispiel hierzu

y'—y=x , y(0)=y(1)=0
Zugehorige Variationsaufgabe (vgl. S.104/105)

1
I = [+ P r2apda . f0)=F) =0
also p(z) =1, q(z)=-1, r(x)=2 =
1 1 1
api = /0 Qi) dr —l—/o vior dv , by = —/0 zor(z) do .

Es gilt: ap; =0 fir k<i—2 und k>1+2

A
A
1
11
x| Xz X3 | i
X Xp Xq X4 i e——
2.B.: p1p3=0 w1(z)p2(x) =0 fir z < z; und = > x4
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Weiter gilt: ax; = a;x = A symmetrisch.

Berechnung von ay p—1 :

1 1/n 1—nx
/ PrPr—1 dr :/ nz(l — nz) dr
0 ) o B |
=5 = 3] = & ,
1 1/n s
[ etetoyde= [ nen) ds = - Vi

|

N 1 1 — 6n?
a _1 = A1 _ = — — N =
kk—1 F=Lk = o on
A
Berechnung von agp :
2 2
dr =2 dr = —
| tan=2 " e o= o
1 1/n . . -
2 2 T L T Coanl
/0 (p})° do = 2/0 n® dr = 2n TR
4 4+ 12n?

2
= akk:3—n+2n: o

Berechnung von by :

1
b = —/ Tk (x) dz
0

:—/ z(nx — (k—1)) dx
(k=1)/n
(k+1)/n . .

[ 1) do ol K kL
k/n n n n
k
= bp=——.
k o
Nach Multiplikation mit 6n erhalten wir folgendes GLS
4+12n% 1 —6n? c1 1
1—6n% 4+12n* 1-—6n? o ; 2
: = _E
. 1 — 6n? Cn—2 n—2
1—-6n2 4+12n2/) \cna n—1

Die Koeffizientenmatrix ist eine symmetrische Tridiagonalmatrix.

Die exakte Losung der gegebenen Randwertaufgabe ¢y’ —y=2 , y(0) =y(1) =0,
sinh(x)
sinh 1

lautet: y(z) = —x.
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Ergebnis:  Naherungslosung

Das lineare GLS AZ=1b wurde fiir verschiedene n gelost. In der folgenden Tabelle
ist jeweils der maximale Fehler zwischen exakter Losung y(x) und Naherungslosung

n—1
P(z) = Z cipi(z) an den Unterteilungsstellen x; angegeben, also
i=1
(Jnax [y(zi) — Plai)| = max [y(w:) —aif :
n maximaler Fehler
4 1.8-107*
10 3.6-107°
20 1.7-1076
100 4.3-1077
200 1.1-1077

xz) mit Hilfe eines kubischen Splines, so erhalt man den
Ci
Graphen einer Naherungslosung, z.B. fir n =10 :

Verbindet man die Punkte <
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Mehrdimensionale Probleme

Sei G C IR? ein Greenscher Bereich, d.h.: der Rand von G setze sich aus glatten
Kurven zusammen, und sei

M = {u :G — IR, v 2—mal stetig differenzierbar , ujpq = h}
die Menge aller in G 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit ujsg = h .

Dann betrachten wir die Variationsaufgabe

J(U)Z/ F(z,y,u(z,y), us(x,y), uy(z,y)) d(z,y) minimal , we M
G

Hierbei sei F' bzgl. aller Variablen 2-mal stetig partiell differenzierbar.

Sei u die Minimalfunktionund v : G — IR 2-mal stetig differenzierbar mit v5q¢ = 0,
dann gilt:  (u+ ) e M VAe R.

Damit die Funktion

w(A) = J(u+ ) = / F(z,y,u+ v, up + Avg, uy + Avy) d(z,y)

fir w (also fiir A = Of minimal ist, muf} gelten: p/(0) =0, also

MI(O) = / (Fu . ’U—JrFu:E * Vg +Fuy 'Uy) d(l‘,y) =0.
G

Anstelle der partiellen Integration im 1-dimensionalen Fall benutzen wir nun den
Greenschen Satz :
Vi

Mit V =
; (V2

) , Vi = —vFuy , Vo = vFy, gilt nach dem Greenschen Satz

/(VQx - Vly) d(xvy) = / Vldx + ‘/édy ’ also
G oG

0 0
[ (e, + v (Fug) 0, Fu, 035 (Fuy)) da.)
G

Ox dy
:/ v(—Fuydx—l-Fumdy) =0 (da vjpe=0).
oG
Also gilt
F F d = 0 F 0 F d
| (Fuy - va - Fuy 0g) dlag) = = | o(50(Fu,) + 50 (Fu,) ) dGesy)

Somit erhalten wir fir p'(0) =0 :

w0 = [ (P 5o (Fu) = 5 (Fu,)) v da) =0

fir alle 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen v mit vjag =0 .

Analog zum 1-dimensionalen Fall mufl dann gelten:
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0 0
%(Fu@n) + a—y(Fuy) —F, =0

Das ist die zur Variationsaufgabe gehorende Fulersche partielle DGL.

Ergebnis:

Ist w € M Losung der Variationsaufgabe = u ist Losung der zugehorigen
Eulerschen partiellen DGL.

Beispiel Minimalfidche

Gegeben: Ein Greenscher Bereich G C IR? und eine stetige Randfunktion

h:0G — IR .
Gesucht:  f:G — IR mit flag="h, z=1(x, y)
fiir die die Flache It
v T % 7Y
If = { Yy : Y S G} -
f(xa y) Lo :
einen minimalen Flacheninhalt hat. @ <
r x
Bz, y) = Yy , ( ) € G, ist eine Parameterdarstellung der Flache Iy mit
f(z,y) Y
1 0 _f:r:
Ge=1 0 , Py = 1 , Pa X By =| —fy 7‘¢mxﬁy|:\/1+f%+f§‘
fa fy 1

Damit betriagt der Flicheninhalt u(If) der Flache Iy

M(If)z/G,/l—l—fwz—l—fg d(z,y) minimal , fag=nh.

Dies ist eine Variationsaufgabe mit F(z,y, f, fz, fy) = \/1 + f2 + f3 .
Die zugehorige Eulersche DGL ist eine nichtlineare partielle DGL.

Wir wollen das Problem annahern, indem wir die Funktion F' durch das Taylorpoly-
nom 2. Grades ersetzen. Es gilt fiir die Funktion ¢(z,y) = +/1+ 22+ y? :

(,9) = ———— , gy(w,y) = ———
9z\T,Y) = y Gy\L,Y) =
Vita2 42 V1+a2 42
1 x

_ _ Y
gwiﬂ('r7y) - ) 2+$<_ 3) 9 gxy(xay) - I(- 3) )
vita®+y V1422 42 V1+x? +y?
1 Y
Gyy(T,y) = — +y(— 3>
Vi+xs+y /1+ 22 + y2

= g(0,0) =1 5 gx(()?O) =0 5 gy(070) =0 5
gmw(oao) =1, gwy(())o) =0, gyy(0,0) =L
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Damit lautet die Taylorentwicklung von ¢ um (0,0) :

1
g(w,y)=1+§(x2+y2)+R-

Also gilt fiir die Funktion F :
1
F(z,y, fo fos fy) =1+ 2+ [ = 1+§(f§+f5) bei kleinen Deformationen f;, f, .

Damit erhalt man die folgende angendherte Variationsaufgabe
1 ..
ua) = [ (524 ) dloy) minimal . oo = h

Die zugehorige Fulersche partielle DGL lautet

0 0 0 0
57 Fr) 8_y(ny) — By = (fa) + 6_y<fy) = Jfaa + fyy =AF=0.

Also liefert die Losung des Dirichlet-Problems Af =0, fsg =h, (ndherungsweise)
die Minimalfliche iber G mit der Randbedingung flaog = h .

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen Variationsaufgabe und zugehoriger Fu-
lerscher partieller DGL folgendermaflen nutzen:

Um eine gegebene partielle Randwertaufgabe (d.h: partielle DGL mit Randbedin-
gung) zu l6sen, suchen wir zunéchst die zugehorige Variationsaufgabe, d.h.: die zur
Variationsaufgabe gehorende Eulersche DGL soll gleich der gegebenen partiellen DGL
sein. Dann 16sen wir naherungsweise die Variationsaufgabe und erhalten somit eine
Néaherungslosung der gegebenen partiellen Randwertaufgabe.

Beispiel FElliptische DGL

Gegeben:

Ugg + Uyy +ou=a in G, upg="hn

Zugehorige Variationsaufgabe

1 1
J(u) = / (§(u§ + uZ) - Eguz + au) d(z,y) minimal , upe =h
G
: Lo oy 1 o BT
denn mit F(z,y,u, ug, uy) = §(ux +uy,) — Fou + au gilt die Eulersche DGL
0 0 0 0
%(Fua:)+a_y(Fuy) —Fu= %(um)"f‘a_y(uy) —(—ou+a) =gy +uyy +ou—a=0

= Uy + Uyy + 00U =0 .

Zur Berechnung der Naherungslosung des Variationsproblems erweitern wir wieder
den Funktionenraum M :
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M = {u : G — IR, u stetig, stiickweise stetig differenzierbar , ujpq = h} .

Dann ist allerdings mathematisch nicht mehr sicher, ob Losungen des Variationsprob-
lems auch Losungen der zugehorigen Eulerschen DGL sind. Oft kann man aber das
physikalische Problem direkt als Variationsproblem formulieren. Dann entfallt diese
(mathematische) Problematik.

Naherungslosung des Variationsproblems

Wir legen wieder ein Netz iiber den Grundbereich G und betrachten geeignete
Grundfunktionen @;(x,y) iber den Teilbereichen. Dann n&hern wir die gesuchte
n

Losung w durch wu(zx,y) ~ Zcigoi(m,y) an. Wir erhalten dann
i=1

n n n
L(Cla R n) = / ZIZ‘ 'Yy Z CiPi,s Z CiPigy Z Ci¢iy) d(IL‘, y) minimal .
=1

c‘?L
ack

Damit erhalten wir ein GLS fiir die unbekannten Koeffizienten c¢; .

Fiir das Minimum muf} gelten: =0 Vk=1,...,n.

Beispiel

1
(u? —|—u —iqu—f—au) d(z,y) minimal =

(Z Cz@m) + %(i Ci%y>2 - %Q(i C¢90¢>2 + ag&%) d(z,y)

CiPigPhy T Zcz%ys@ky QZ CiPiPk + G@k) d(f’%y)
=1 =1

ZCi/G{SOimQka T PiyPry — QSOiSDk} d(z,y) +/Ga90k d(z,y) =0

=1

| |
N

N | = l\DIr—t

1@= ) (

n

ack

:Q\Q

Za;ﬂ-ci:bk Vk=1,...,n = AZ=1b mit
i=1

amzaik:/gs%sokxd(w,yH/Gsoiysokyd(x,y)—/Ggsoisokd(m,y)

b = —/ aprd(x,y)
G

Nach Berechnung dieser Integrale (z.B. numerisch mit Gaufischen Quadraturformeln
(vgl. Literatur)) erhélt man das lineare GLS A¢= b . Die Losung dieses GLS liefert
die gesuchten Koeffizienten cq,...,c, .
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Wahl der Grundfunktionen

Beispiel 1 7Lineare” Grundfunktionen

Gegeben: Randwertaufgabe auf einem Rechteck mit homogener Randbedingung

Uggy + Uyy + 0u=a In

G:{(i):0<x<1,0<y<1} !

mit der homogenen Randbedingung

Ujpa =0.

Legen wir iiber (G ein Rechteckgitter mit gleicher Schrittweite h in x— und
y—Richtung, so kénnen wir folgende Grundfunktionen ¢;j(z,y) , (1 <i,j <n-—1),
wahlen:

1
Schrittweite in — und y—Richtung: h=— , z;, =ih, y;=jh , (0<4,5<n)
n

(j+1)h

(j-1)h S

(i—1i)h i (ii+1)h= h

“lineare” Grundfunktion ;;

Auflerhalb des schraffierten Quadrats sei die Grundfunktion ¢;;(x,y) =0 .

(=i~ D)y~ G~ D) falls (i~ Dh < < ih

und (j —1)h <y < jh
%(a} =)+ Dh—y) falls (i — 1)h < z < ih

und jh <y < (j + 1)h
Pi(@,y) = %((i FDh—a)(y—(—Dh) fallsih <z < (i+1)h

und (j — 1)h <y < jh
L G+ Dh—2)((+ Dh—y) allsih <z < (i+Dh

B2
und jh <y < (j+1)h
\ 0 sonst
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Fiir die Anndherung P(z,y) = Z cijpij(z,y) an u(x,y) gilt dann:

1,
P(z;,y;) = cij = ul(x;,y;) V1 <i,7<n-—1. Also sind die gesuchten Koeffizienten
c;; Néherungswerte fiir die Losungsfunktion « an den Stellen (z;,y;) .

Der Graph von P(z,y) ergibt geometrisch eine ”Zeltdachkonstruktion”

Sind die Grundfunktionen ¢;; und ¢j; nicht benachbart, so gilt ¢;; - o =0 .
Fiir benachbarte Grundfunktionen kann man die Integrale

ki = Qi =/ wmsokxd(m,y)Jr/ SOinDkyd@:uy)_/ 0viord(z,y)
G G G
und

b = —/ aprd(x,y)
G

leicht berechnen, falls ¢ und a konstant sind.

Beispiel hierzu ¢=0 und a € R, also Uz tuy, =a inG , upg=0.

Fiir benachbarte Grundfunktionen ¢;; , ¢ erhalten wir folgende Integrale:

LY

: _ oy - -
mit ¢1(x,y) 72 0<z,y<h vy
sOQ(w,y):(h;—f)y L 0<az,y<h D //
7

gilt Z%%,//
Ply = % ) S01y - i h \“ < ;

h h2

-y h—z %’i /
Yo = 35 0 P2y T Tya o 0 h 2h

also gilt fiir benachbarte ¢;;—Grundfunktionen:
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1 1 3
2 h 2
dady = — ) dody = —(——) = —=
/O/OSOJMkzx xdy // xdy h3( 3) 3

1 1 3 3
2 h’ h 1
/0 /O Pij, Priy drdy = / / (xh — x?) dydr = h3(_ - E) =3

zusammen ergibt das, falls zwei Grundfunktionen benachbart sind und o =0 ist:

3
Fiir die Diagonalelemente der Matrix A erhalten wir, falls o =0 ist:

// 90131; dxdy+// 90” dxdy—Q// 90% dxdy
h3
Ss [ s g

dxdy = —.
TR 3

Fiir die Koordinaten des Vektor b der rechten Seite des GLS A& =15 erhalten wir,
falls a € IR (konstant):

4a [ (" 2
:—a//gomdxdy——4a// dxdy = — h—g(/oxdm>

= bk——ah2 Vk.

Damit erhalten wir fiir den Fall, dal ¢ =0 und a € IR ist, nach Multiplikation mit
dem Faktor 3, folgendes GLS :

8§ -1 -1 -1

C11
-1 8 -1 1 -1 -1 c1o
-1 8 -1 -1 -1 -1 Lo

-1 8 -1 -1 CLn1 .

1 -1 8 —1 . e | =0
-1 -1 -1 -1 8 -1 Ca2

mit b= —3ah?(1,1,1,...

Die Koeffizientenmatrix A ist eine symmetrische, positiv definte, fast diagonaldomi-
nante Bandmatriz der Bandbreite n . Das GLS kann fiir kleine n mit dem Cholesky-
Verfahren und fiir groBe n mit dem Uberrelazationsverfahren oder besser noch mit
dem pcg- Verfahren gelost werden.

Die Losungen c¢;; des GLS ergeben Naherungswerte fiir die Losungsfunktion w« der
Randwertaufgabe uz,+uy, =a , ujpg =0, an den inneren Gitterpunkten (x;,y;) ,
also c¢;; = u(x;,y5) = u(ih,jh) (Ergebnisse zu diesem Beispiel siehe spater S.126).
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Beispiel 2 Triangulierung

Fiir die meisten Grundgebiete ist eine Triangulierung am besten geeignet, also ein
Gitter aus Dreiecken, z.B.:

Ivavay.

Dann betrachtet man auf jedem Dreieck Grundfunktionen in Form eines Polynoms,
z.B.: 2.Grades.

Beispiel quadratische Grundfunktionen .
3
Auf jedem Dreieck wahlen wir 6 Punkte

Py, P, ..., Ps in folgender Reihenfolge: Ps

P
Dann wahlen wir fiir jedes Dreieck

6 Grundfunktionen ¢; , (i=1,2,...,6) _
mit folgenden Eigenschaften: Py Py Pz

0i(P) =1, (,Di(Pj):O flir j#1

und i (x) = a; + bz + ¢y + dix? + e;y* + fizy  (Polynom 2.Grades) ,
auferhalb des Dreiecks =0 .

Diese 6 Grundfunktionen lauten fiir folgendes Normdreieck

pr1(z,y) = (1 -z —y)(1 — 2z —2y)
p2(z,y) = (2 — 1)
p3(z,y) =y(2y — 1)
pa(z,y) = 4z(l —z —y)
ps(z,y) = day
ve(z,y) =4y(l —z —y)
Bildet man
6
plw,y) =Y cipi(x,y)

i=1
so erhdlt man: p(P;) =¢; .
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Die Funktionen p(z,y) fiir benachbarte Dreiecke stoflen stetig aneinander, da sie
auf der gemeinsamen Dreiecksseite in 3 Punkten {ibereinstimmen (denn ein Polynom
2.Grades von 1 Variablen ist durch 3 Punkte eindeutig bestimmt).

einige Grundfunktionen fur das Dreieck

Die einzelnen Dreiecke der Triangulierung konnen durch eine einfache Transformation

auf das Normdreieck zuriickgefithrt werden. Addiert man fiir alle Dreiecke die Anzétze
6

Z civi(x,y) , so erhdlt man insgesamt:
i=1

N
u(x,y) = Zcigpi(x,y) mit  w(P) = ¢ .
i=1

Hierbei miissen die Stiitzpunkte P; auf den Dreiecksseiten geeignet durchnumeriert
werden.
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Beispiel
Gegeben: Randwertaufgabe
Uy + Uyy +0U=a , upg="h.

Die gegebene DGL ist Eulersche DGL zu folgender Variationsaufgabe:

1 1
J(u) = / (5(1@ +uy) — §gu2 + au> d(z,y) minimal , wpg =h (vgl. S.112).
G

Wir 16sen diese Variationsaufgabe nédherungsweise. Der Ansatz u =~ Zci%‘ fithrt

dann auf das lineare GLS AZ=b mit

@i Z/G(%mﬁwy@jy) d(z,y) —/Gwz«pj d(z,y) und

b = —/ ap; d(z,y) (vgl. S.113).
G

Wir setzen ab jetzt voraus, dal o und a konstant sind, also

Voraussetzung: o€ IR, a € IR (konstant)

Dann gilt

ij = /G(%ijx +90iy90jy> d(z,y) — Q/GSOiSOj d(z,y) und

b; = —a/ @i d(z,y) .
G

Also miissen fiir jedes Dreieck T bzgl. seiner 6 Grundfunktionen ¢; die folgenden
Integrale berechnet werden:

(2) mi; = PiPj d(l‘,y) ) (1 <1,7 < 6) Ps
T Pg

3) eiz/Tsoidu,y) . (1<i<e).

P:1 Py Pa
Fur das Normdreieck T erhalt man durch einfaches Nachrechnen:

(1)  Steifigkeitsmatriz  (Integrale s;;)
6 1 1 -4 0 -4

1 3 0 -4 0 0
g1l 1 0 3 0 0 -4
6] 4 -4 0 16 -8 0

0 0 0 -8 16 -8

-4 0 -4 0 -8 16
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(2)  Massenelementmatriz (Integrale m;;)
6 -1 -1 0 -4 0
-1 6 -1 0 0 -4
J -1 -1 6 -4 0 0
360 0 0 —4 32 16 16
—4 0 0 16 32 16
0O —4 0 16 16 32

(3)  Elementvektor (Integrale e;)

<
—

€= E(O’O’O’ L1, DT mit:
J ist die doppelte Dreiecksfldche.
Z.

1 11—z
€2 :/ o d(z,y) = / / x(2x — 1) dydz !
T 0o Jo

1 1
2
:/ :E(Zac—l)(l—m)d:v:/ (3x2—2x3—m)da::1—zl
0 0

1 1—x 1
€5 = / ¢s5 d(z,y) =/ / day dydr = 2/ z(1 —z)? dv
T 1 0 0 0

1 2 1
= 2/ (23 =222 +2)de =2(= — =+ =) = (J =1 doppelte Dreiecksfliche).
0

4 3 2

o

1
6

Die Matrizen S, M und der Vektor € héangen nicht von der Lage der Dreiecke ab,
sondern nur von der Numerierung der Stiitzpunkte.

Hat man den Grundbereich G in Dreiecke zerlegt, so mufl man die zugehdrigen
Stiitzpunkte auf den Dreiecksseiten in geeigneter Form durchnumerieren und dann
mit Hilfe der Matrizen S und M die Koeffizientenmatrix A wund mit Hilfe des
Vektors € die rechte Seite des GLS AZ = b fiir die Unbekannten ¢; bestimmen.
Dabei mufl beachtet werden, daf§ fiir Stiitzpunkte, die auf dem Rand des Gebietes
G liegen, die Werte c¢; durch die Randbedingung wjpg = h vorgegeben sind.
Diese Randpunkte behandelt man am besten zunachst wie alle inneren Stiitzpunkte,
d.h.:  man numeriert sie mit. Dann erhilt man die Unbekannten ¢ = (cy,...,ca)7

-

eine Koeffizientenmatrix A und eine rechte Seite b. Das GLS AZ= b enthilt dann
im Unbekanntenvektor ¢ auch die (bekannten) Randpunkte.

Ist Py ein Randpunkt, so subtrahiert man das h(Py)—fache der k—ten Spalte von der
rechten Seite und setzt dann alle Elemente (bis auf das Diagonalelement) der k—ten

Zeile und k—ten Spalte gleich 0, das Diagonalelement agr = 1 und das Element
b = h(Py).

Auf diese Weise erhélt man das neue GLS AZ = b mit den trivialen Gleichungen
1-c, = h(Py) fiir die Randpunkte. Das hat den Vorteil, dafl dann der Lésungsvektor
¢ alle Ndherungswerte wu(P;) einschliellich der Randpunkte enthélt.

120



Beispiele hierzu
Beispiel 1

Gegeben: Randwertaufgabe

Ugz + Uyy = 0 inG:{(i) : 0<:1;,y<1}

upe = h(z,y) = 2% — y*

= p=a=0, also bleiben die Matrix M und der Vektor € unberiicksichtigt.
Die erakte Losung lautet: wu(x,y) =22 —y? .

Fiir die Berechnung einer Naherungslosung fiihren wir zunéachst eine Triangulierung
durch:

Zerlegung in 8 Dreiecke z.B.:  Dreieck (1)
(.6 11 16 o, 6 11

), 716) 1 . g
2 12 22

) LA (1)

3 13 23

(3) (7) <
4 W4 197 oy 7

(4) ()

0 o 15 20 =° 3

Reihenfolge der Punkte: 1,3,11,2,7,6

Reihenfolge der Punkte fiir die einzelnen Dreiecke:

(1) - 1, 3,11, 2, 7, 6 (5) : 11,13,21,12,17,16
(2) = 13,11, 3,12, 7, 8 (6) : 23,21,13,22,17,18
(3) : 3, 5,13, 4,9, 8 (7) + 13,15,23,14,19,18
(4) : 15,13, 5,14, 9,10 (8) = 25,23,15,24,19,20
Randpunkte:

1,2,3,4,5,6,10,11,15, 16, 20, 21, 22, 23, 24, 25.

Beispiel fiir das Aufstellen der Matrix A :

7.—te Zeile:

Der Punkt 7 liegt auf dem Dreieck (1) und (2) jeweils als 5. Punkt, also erhalt
man aus der Matrix S die beiden Gleichungen (jeweils die 5. Zeile):
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—8cy 4+ 16¢c7 — 8cg =0
—8012 + 1607 - 868 =0.

Addition dieser beiden Gleichungen ergibt: —8coy — 8¢cg +32¢7 — 8cg — 8c1o = 0.
—

Randpunkte
Werden die Randpunkte auf die rechte Seite gebracht, so erhélt man:

32¢7 — 8cg — 8c12 = 8h(Py) + 8h(Fs) (dies ist die 7. Zeile des GLS Ac¢ = g)

8.—te Zeile:

Der Punkt 8 liegt auf dem Dreieck (2) und (3) jeweils als 6. Punkt, also erhélt

man aus der Matrix S die beiden Gleichungen (jeweils die 6. Zeile):

—4c13 —4es3 — 8cr + 16¢cg =0

—4cg — 4c13 — 8cg + 16¢g = 0.

Addition dieser beiden Gleichungen ergibt: —8cs  —8c7 +32¢cs — 8¢9 — 8ci13 = 0.
Randpunkt

Wird der Randpunkt auf die rechte Seite gebracht, so erhalt man:

—8¢7 + 32¢cg — 8¢y — 8c13 = 8h(Ps) (dies ist die 8. Zeile des GLS Ac = I;)

Insgesamt erhalten wir folgende symmetrische Koeffizientenmatrix A

1

01

001

0001

0000O01

000001

000000132

000O0O0O]|8 32

0000O0O0]0 -8 32

00000O0OI0 O O0]1

00000O0I0 O 0]01

000O0O0OF8 0 00 0]32
00000O0JO0 -8 00 08 24
0000000 O -8]00f0 -8 32
000000 OO O OO0 0 011
000000 O O O OOLO O 0101
000000 O O O OOf-8 0 01]0 032
000000 OO O OOfO0-8 01008 32
000000 OO O OOLO O -81]00] 0 -8 32
0600000 00O O0OO0OO0OO OO OO0 OOO]1
6oooooo0o 00 0O0OO0O OO OO0 O0O0OO0]01
0oooo0oo0o0 00 O0O0OO0O OO OO0 O0OO0]0O01
0oooo0oo0oo0 00 O0O0OO0O0O OO OO0 O0OOO0O00O0T1
coooo0o00 00 0O0OO0O0O OOUOO0OOUOO]J]O0O0O0O0©O0T1
cooooo0oo0o0oo0 0000 0O0OO0OO0OO0OGOO'000O0O0T1
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Die rechte Seite des GLS AZ=10 lautet in diesem Beispiel:

-1.0000 -0.5625 -0.2500 -0.0625 0.0000 -0.9375-12.0000
-2.0000 0.0000 0.0625 -0.7500 -6.0000 0.0000 2.0000
0.2500 -0.4375 0.0000 6.0000 12.0000 0.5625 0.0000
0.4375 0.7500 0.9375 1.0000

Das GLS AZ =1 enthilt die trivialen Gleichungen 1-¢; = h(P;) fiir die Randpunkte.

Die Koeflizientenmatrix A ist eine symmetrische, positiv definte, fast diagonaldomi-
nante Bandmatriz. Also kann das GLS fiir kleine n mit dem Cholesky-Verfahren und
fiir grofle n mit dem Uberrelaxations- oder pcg-Verfahren gelost werden.

Ergebnis fir dieses Beispiel:

Die Ergebnisse sind in der gleichen Reihenfolge wie die Lage der Gitterpunkte aufge-
listet:

-1.00000000 -0.93750000 -0.75000000 -0.43750000 0.00000000
-0.56250000 -0.50000000 -0.31250000 -0.00000000 0.43750000
-0.25000000 -0.18750000 0.00000000  0.31250000  0.75000000
-0.06250000 0.00000000  0.18750000  0.50000000  0.93750000
0.00000000  0.06250000  0.25000000  0.56250000 1.00000000

Der maximale Fehler zwischen Finite-Elemente—Losung und exakter Losung betragt:
9.1-10713,
Bemerkung

Es existieren Algorithmen, um eine optimale Numerierung der Gitterpunkte zu erhal-
ten, damit die Bandbreite der Bandmatrix A moglichst klein ist.

Ebenfalls existieren Algorithmen, die die Koeffizientenmatrix A und die rechte Seite
b erstellen.

Fiir unser Beispiel

Ugy +Uyy =a in G G

U|BG =h

1

kénnte man die Matrix A und die rechte Seite b folgendermaflen aufstellen:
Erzeugung des GLS Ac = b

Gegeben:

n  Anzahl der Gitterpunkte (einschliefllich Randpunkte)
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p  Anzahl der Randpunkte

d  Anzahl der Dreiecke

D; doppelte Dreiecksflache fiir das i—te Dreieck

a rechte Seite der DGL

s;j  Elemente der Matrix 65

e; Elemente des Vektors (0,0,0,1,1,1)7

cij , (j=1,...,6), Indizes der 6 Punkte des i—ten Dreiecks in der richtigen
Reihenfolge

r;  Indizes der Randpunkte

w; = h(P;;) Wert im Randpunkt P,; .

Vektor b und Matrix A mit Nullen vorbelegen

fiir i =1 bis d
fiir j = 1 bis 6
l:Cij N bl:bl—Di*a*ej
fiir k = j bis 6
l:Cij , M = Cik

fallsl >m = m und [ vertauschen
QAlm = Aim + Sjk
Ende k—Schleife
Ende j—Schleife
Ende 7—Schleife
fir i =1 bis n (Symmetrie von A)
fir j=4ibisn: aj; =a;; : Ende j—Schleife
Ende 7—Schleife

fir: =1 bis p (w; * r;—te Spalte von der rechten Seite subtrahieren)
firj=1bisn: b; =b; —w;* aj p, Ende j—Schleife
Ende 7—Schleife
fiir i =1 bis p (triviale Gleichungen erzeugen)
b’l“i = W;
fiir j =1bisn : Uy, § = 0, aj p, = 0 : Ende j—Schleife
CLrZ-, Ty — 1

Ende 7—Schleife

Beispiele hierzu

Beispiel 1

Ugy + Uyy =2 In Gz{(';) :0<x,y<1} C

Ulpa = 0.
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Ezakte L()'sung‘
sin(2k + 1)mz
(2k + 1)3sinh(2k + 1)7
sin(2k + 1)my
(2k + 1)3sinh(2k + 1)7

= Z (sinh(2k + 1)m(1 — y) + sinh(2k + 1)7y)
k=

Z (sinh(2k + 1)7(1 — x) + sinh(2k + 1)7x)
k=

z(1— )——y(l—y)

1
2

Finite-Elemente — Naherungslosung fiir n = 49 :

Im folgenden ist die Losung
in den inneren Gitterpunkten . . .
angegeben, und zwar in der
Reihenfolge ihrer Lage (von oben
nach unten, wie eingezeichnet).

Die Losung mit Finiten-Elementen (quadratische Grundfunktionen) lautet

-0.05351593 -0.07925408 -0.08673271 -0.07925408 -0.05351593
-0.07925408 -0.12121212 -0.13286713 -0.12121212 -0.07925408
-0.08673271 -0.13286713 -0.14675602 -0.13286713 -0.08673271
-0.07925408 -0.12121212 -0.13286713 -0.12121212 -0.07925408
-0.05351593 -0.07925408 -0.08673271 -0.07925408 -0.05351593

Zum Vergleich die Werte der exakten Losung (auch ndherungsweise, da unendliche
Reihe)

-0.05455991 -0.07982901 -0.08730273 -0.07982901 -0.05455991
-0.07982901 -0.12069185 -0.13317246 -0.12069185 -0.07982901
-0.08730273 -0.13317246 -0.14734271 -0.13317246 -0.08730273
-0.07982901 -0.12069185 -0.13317246 -0.12069185 -0.07982901
-0.05455991 -0.07982901 -0.08730273 -0.07982901 -0.05455991

Der maximale Fehler zwischen Finite-Elemente—Losung und exakter Losung betragt:
1.0-1073.
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Zum Vergleich geben wir auch die Ergebnisse an, die man mit linearen Grundfunktio-
nen (vgl. Beispiel S.115/116) erhélt , und die Ergebnisse, die man mit Differenzen-
verfahren (vgl. S.98-101) erhélt:

Die Losung mit Finiten-Elementen (lineare Grundfunktionen) lautet

-0.05671548 -0.08175704 -0.08918233 -0.08175704 -0.05671548
-0.08175704 -0.12354312 -0.13619168 -0.12354312 -0.08175704
-0.08918233 -0.13619168 -0.15070073 -0.13619168 -0.08918233
-0.08175704 -0.12354312 -0.13619168 -0.12354312 -0.08175704
-0.05671548 -0.08175704 -0.08918233 -0.08175704 -0.05671548

maximaler Fehler (zur exakten Losung): 3.4 -1073.
Die Losung mit Differenzenverfahren lautet

-0.05288462 -0.07799145 -0.08547009 -0.07799145 -0.05288462
-0.07799145 -0.11805556 -0.13034188 -0.11805556 -0.07799145
-0.08547009 -0.13034188 -0.14423077 -0.13034188 -0.08547009
-0.07799145 -0.11805556 -0.13034188 -0.11805556 -0.07799145
-0.05288462 -0.07799145 -0.08547009 -0.07799145 -0.05288462

maximaler Fehler (zur exakten Losung): 3.1-1073.
Verbindet man die Werte ¢; mit Hilfe kubischer Splines (jeweils in x— und y—Rich-

tung), so erhélt man die ungefdhre Gestalt der Losungsfliche (i.f. aus verschiedenen
Aufsichten):

Beispiel 2

Ugy + Uyy = 2 in G:{(x) :0<x,y<1}
L 5 2
u|aG:§($ +y7).

1
Ezxakte Losung: u(z,y) = 5(332 + 9.
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0.36111111
0.23611111
0.13888889
0.06944444
0.02777778

0.40277778
0.27777778
0.18055556
0.11111111
0.06944444

maximaler Fehler (zur exakten Losung):

0.47222222  0.56944444
0.34722222  0.44444444
0.25000000  0.34722222
0.18055556  0.27777778
0.13888889 0.23611111
1.8-10712
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Die Losung mit Finiten-Elementen (quadratische Grundfunktionen) lautet

0.69444444
0.56944444
0.47222222
0.40277778
0.36111111
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