Musteraufgaben I/11

. Beurteilen Sie fiir alle ¢t € IR die Losbarkeit des Gleichungssystems (GLS)

sint 0 1+ cost T cost
1 sint 1-+sint y | = 0
cost sint cost z 0

Bestimmen Sie in allen Fallen, in denen das GLS losbar ist, die allgemeine Losung.

. Diagonalisieren Sie die Matrix

0o -1 2
A=1|-1 0 2 mit Hilfe einer orthogonalen Matrix C', so daf3
2 2 -3

CTAC = D gilt. Berechnen Sie A™ fiir alle n € IN.

. Die Taylorpolynome um zg =0 der Funktion f(z)=e® und g(z) = e*™% stimmen
bis zu einem gewissen Grad iiberein. T sei das Taylorpolynom hochsten Grades, das
fiir beide Funktionen gleich ist. Bestimmen Sie T, und geben Sie moglichst gute

Fehlerabschitzungen fiir max |e* — T(x)] und max [e"% — T(z)| an.
|| <7 /4 || <7 /4

. Bestimmen Sie die Taylorreihen um xy =0 der Funktionen

a) f(xr)=arcsinxz , b) f(z)=InV1+ a2

Fir welche x € IR konvergieren diese Reihen, und wo stellen sie jeweils die Funktion
f dar ? Geben Sie jeweils das Taylorpolynom an, das bei der Approximation von f
fiir |z| < 1/2 einen Fehler < 5-107% garantiert.

xX : t
. Fiihren Sie fiir die Funktion f(z) = / % dt eine Kurvendiskussion durch (ein-
0

schliefllich grobe Skizze). Geben Sie die Taylorreihe von f um zy = 0 an, und
berechnen Sie niherungsweise (bis auf einen Fehler < 1072) den Funktionswert an
der kleinsten positiven Extremstelle.

. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte

1 1 sinx 2
I —~ b) lim (——)"*
@) xli%(ln(l + ) sinx) ) :clg%)( x )
(1 — cos z) arctan(x?) 1 ,
li : _ o sin t .
°) 20 z?In(1 + z2) d) :zl;li% x3 /0 (z —t)e™" dt

. Gegeben sei das uneigentliche Integral
/ > 4e*® — 16e”
dx.
o (@A) (e T 2)
a) Zeigen Sie — ohne Benutzung einer Stammfunktion — die Konvergenz des Integrals.
b) Berechnen Sie mit Hilfe einer Stammfunktion den Wert des Integrals.
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10.

11.

12.

. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Anfangswertaufgabe (AWA)

.2
2 —sin“x . T

/ —— y = 2sinzcosz , y(=)=0.
sin x cos x

. a) Losen Sie das Anfangswertproblem

y' +y=sindz+ (1+x)e?* | y0)=y(0)=0.
b) Bestimmen Sie eine partikulire Losung der DGL ¢y + y = z2e®.

Berechnen Sie die absoluten Extrema der Funktion f(z,y) = 2% +y® — 3zy in

M:{<m> L x>0, y>0, x4y <4}
y

Gegeben sei die 27-periodische Funktion f mit f(z) = |z|cosz fiir |z| < 7.
Skizzieren Sie diese Funktion, und berechnen Sie die zugehorige Fourierreihe. Wo
konvergiert die Fourierreihe (punktweise bzw. gleichméBig), und wo stellt sie die
Funktion f dar ?

Berechnen Sie den Wert der Reihe f: ﬁ(— )k+1
£ (4k* — 1) '

a) Berechnen Sie die Laplace-Transformierten von
a) f(t)=t’e*sinwt , (WeR), B) f(t)=
b) Losen Sie die Anfangswertaufgabe

y' =2y +2y=e'sint , y(0)=0, ¢y (0)=1

mit Hilfe der Laplace-Transformation.

sintcosht
t



Losungen der Musteraufgaben
1. 1.Losungsmoglichkeit: Gauf-Algorithmus

Erweiterte Matrix:

sint 0 14 cost cost 1 sint 1-+sint 0
1 sint 1-+sint 0 & sint 0 1+ cost cost
cost sint cost 0 cost sint cost 0
(1. und 2. Zeile vertauschen)  (2.Zeile —(sint)x1.Zeile , 3.Zeile —(cost)x1.Zeile)
1 sint 1+ sint | 0
<10 —sin? ¢ 1+ cost —sint — sin? ¢ ‘ cost
0 sint —sintcost —sintcost 0
1 sint 14 sint | 0
< (x) [0 —sin?t cost(l + cost) —sint ‘ cost
0 sint(1 — cost) —sintcost 0
Ab jetzt sei t#km, ke Z = sint#0
3.Zeile _smt(l -—2cos 2 x2.Zeile , also 3.Zeile —l—ﬂ*Z.Zeﬂe ergibt:
—sin“t sint
_ , cost(1 — cos? t) _ )
a3 = —sintcost + Sint — 1+ cost = —sintcost 4+ costsint — 1 + cost
© Gm—cost—1 . by= Cost(l‘—cost)
sint
Also erhalten wir fiir t # km
1 sint 1+sint | 0
(x) o 0 —sin®¢ cost(l+cost) —sint | cost
0 0 cost 1 ‘ oS t(l.— cost)
sint

= eindeutig 16sbar, falls sin®t(cost — 1) # 0 , also falls t # kn , (k € Z).
In diesem Fall gilt:

N cost -1 (cost + cos? t(1 + cost) 0 cos? t(1 + cost)
2= — , Y= cos . —cost) = ——
sint Y= Gnt sint sint(1 — cos?t)
N _ cos?t
v= sint(1 — cost)
N cost(l +sint) cos®t cost(1 +sint) — cos? t(1 + sint) + cos? tsin ¢
Tr = =
sint 1 —cost sint(1 — cost)
cost(l +sint — cost)
= T =

sint(1 — cost)

Fiir t = knr erhdlt man aus (x):

1 0 1 0
(¥) < 0 0 (-1)*+1 (—1)*
0 0 0 0

Fur t = 2kr erhalt man hieraus:



1 0 1 0
0 0 2 1
0 0 O 0
x —1/2 0
= 2=1/2 , y=a , z=-1/2 = y | = 0 +all , (e € R)
z 1/2 0

=,

= nicht 16sbar, da rangA # rang(A|b).

2.Losungsmoglichkeit:  Cramer-Regel

Dan < 3, (also n nicht zu grof}), kann man in den Féllen, in denen das GLS eindeutig
l6sbar ist, auch die Cramer-Regel benutzen.
sint 0 1+ cost
det A = det 1 sint 1+sint
cost sint cost
= sint(sintcost — sint(1 + sint)) + (1 + cost)(sint — sint cost)
= sint(sintcost —sint — sin?t + (1 + cost)(1 — cost))
= sint(sint cost — sint) = sin® t(cost — 1)
det A=0 & sint=0oder cost=1 & t=kn, ke Z

Also gilt: Das GLS ist eindeutig losbar fir ¢t # krn , k € Z.
In diesem Fall gilt nach der Cramer-Regel:

1 cost 0 1+ cost

rT=—— det 0 sint 1+4sint | =
sin” t(cost — 1) 0 sint  cost

_ costsint(cost —1 —sint)  cost(cost —1 —sint)

sin? t(cost — 1) ~ sint(cost — 1)

cost(sintcost — sint — sin® t)
sin®t(cost — 1)

sint cost 1+ cost
det 1 0 1+sint | =
cost 0 cost

1

"~ sin? t(cost — 1)

—cost(cost — cost — sintcost)
sin®t(cost — 1)

_ cos? t
 sint(cost — 1)

sint 0 cost

1 det 1 snt 0 cost(sint — sintcost)
Z = 1n =
sin?t(cost — 1) cost sint 0 sin®t(cost — 1)
_ cost
~ sint

Fiur t = krm erhalt man die erweiterte Matrix:
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0 0 1+(=1* | (=1)* 1 0 1 0
1 0 1 0 & 0 0 1+ (=1F | (=1

(=) 0 (=1)* 0 (=) 0 (=1)* 0
(1. und 2.Zeile vertauschen)
Fir t = 2knm erhalt man hieraus:

1 0 1 0 1 0 1 0

0 0 2 1 & 0 0 2 1

1 01 0 0 00 0
(3.Zeile — 1.Zeile)

x —1/2 0
= 2z2=1/2 , y=a , z=-1/2 = y | = 0 +al|l , (v € R)
z 1/2 0

Fiir t = (2k+ 1)m erhélt man:

1 0 1 0 1 01 0

0 0 O -1 & 0 0 O -1

-1 0 -1 0 0 0 O 0
(3.Zeile + 1.Zeile)
= nicht lsbar, da rangA # rang(A|b).

0o -1 2
A= -1 0 2 (reell) symmetrisch = alle EW sind reell, EV zu ver-
2 2 =3

schiedenen EW stehen senkrecht aufeinander = die Transformationsmatrix C kann
orthogonal gewahlt werden.

Berechnung der EW

-2 -1 2 —-A -1 2
det(A —AE)=det [ =1 —A 2 =det [ =1 =X 2
2 2 =3-A 0 2-2X 1-2AX
(3.Zeile 42 *2.Zeile) (2.Spalte —2 *3.Spalte)
-A =5 2

=det| -1 —-\—4 2

0 0 1—A
=1-=NAA+4)-5)=01-NN+4A-5)=1-XNA-1)(A+5)
= A1 =1 ist doppelter EW, Xy = —5 ist einfacher EW

Berechnung der EV

-1 -1 2 c1 0
EVzu M\ =1: -1 -1 2 ca |l =10
2 2 —4 C3 0
20 — «
= o' , (o, 8) #(0,0) sind die EV zu A\; =1
B



-1 20 — « -1
z.B. 1 ist EV | < « 1 1 > =0 liefert einen EV zu A\; = 1, der
0 164 0

—1
senkrecht auf 1 steht.
0
1
Also a—20+a=2a—-2=0 = a=p = (zB. firg=1) 1] ist EV zu
1

A1 = 1 und steht senkrecht auf ( 1 ) .
0

5 —1 2
EV zu X\ = -5 -1 5 2)
2 2 2
Gauf3-Algorithmus liefert:
2
1
0

5 -1 2 5 -1 1
0 24 12 & 0 2 = al 1 , a# 0, sind die
0 12 6 0 O -2
EV zu Ay = -5
-1 1 1
N
= C=\vi B %
0o L =2
V3 V6

Hiermit gilt:

1 0
ctaAc=D=1|0 1
0 0

L[ —V3 V2 1 _ﬂ 0 0 —V/3 V3 0
2

e = fMO0)=1VYnelN, =
x? x3 n
ﬂw@—bm+§+7+”+7
g(;p) = esinm ; g/( ) (COS.ZU) sin x (JJ) — (—Sinx + C082 l.)esinx



g" () = (— cosz — 2sinz cos x — sin x cos x + cos® x)eS™ T
= cosx(cos’z — 1 — 3sinz)esn®

= g(0)=1,4(0)=1,4"(0)=1, ¢"(0 )_O#f"'( )=1
= T(z) =Ty20(x) =Troo(@) =1+z+ v

2
3 2 1— 3si sinn
Restglieder: Ry¢(z) = %:1:3 , Ry(x) = cos n(cos” 5 sinn)e 3
1 s /TN e g3
T _T < Z z|(2\3 4 0.22
gt Tl =g e, ) = e = e S
- 1
max |e""" —T(x)| < =-1 el/\/i-(z 3 max |cos’z —1— 3sinz|
|| <m/4 6 47 |z|<n/4
el/V2p3 g 3
< —(=+ —=) <0.58
=31 Gt 5
denn: h(z) =cos’z —1—3sinz
R (x) = —2coszsinx — 3cosx = —cosz(2sinx +3) = h/(x) <0 V|z|<n/4

= h ist streng monoton fallend in [—m/4, 7/4]

1 3 1
h HD=l-—-1——|= =+ — h(—m/4)| = |- —
/)] = 3 —1= ol = 5+ (-m/DI =

. a) f(z)=arcsinz =

/ o 1 o 2—12_OO _1/2 n_.2n .
f(x)—ﬁ—(l—x) /_T;)(n)(—l):c fir |z| <1

(vgl. Skript S.174)

= =% (e [ea=y () e s

3 1
75 —5 < |h(n/4)]

3
V2 2

n=0 n=0
_ :L,2n+1
Mit an:< ?11/2)(—1)’”‘271_*_1 gilt:

Ap41, (—=1/2)(=1/2 =1)...(=1/2 —n)n!(2n + 1)z>"+3
| an ‘_l( 1/2)(=1/2—1)...(-1/2 —n+ 1) (n+1)! (2n+3)x2”+1|

_ |(—1/2 )(2n+1)| o 2n+1)@n+1) 5 o

(n+1)(2n + 3) 2n+2)2n+3) —
Fiir |z| < 1/2 gilt also: | n:1| 14
= =3 (" }1/2)< S
n=0
mit |R| < ]an0|— = ( ) 0 T 1 22n —  (vgl. Skript S.107)
Es gilt:

—gl/tQ 1/2 -1/2)(-1/2—-1) 3
(o= () ) 2 2) -
<—1/2> _ (—1/2)( 1/2—1 1/2-2) 5

3 16



11
Fiir ng =3 gilt: |[R[ << — = <0.00012 < 5-107*

1, 3 5 , e
— _— <10~ <
= f(r)=z+ 630 + 40m + 1757 +R mit |R|<5-107% fir |z] <1/2

1 o 1= (- S
b) f(x):ln\/1+x2:§ln(1+x):§ZTx fir |z <1
(vgl. Skript S.174)
o (—1yt
= f(z) = Z ~—~ 2"+ R (alternierende Reihe)

— 2n
it |R| < L L fii <1/2
mi | | — 2(77/0 + 1) ) 22(’I’L0+1) ur |x’ — /
1 1
Fiir nog =3 gilt: |R| < o+ o5 <0.00049 <5- 1074 fiir |z <1/2
1 1 1
= f(z)= 5:52 - Zx4 + 6356 +R mit |R<5-107* fiir |z|<1/2
t
/ S F0) =0
t
Da 1111(1) % =1 = der Integrand ist stetig in IR =- die Funktion f ist definiert
in ganz IR.
Bs gilt:  f/(z) = S0 _ i CDm™ e R
s oz — (2n+1)! ’
0 (_1)71 xQn—i—l 5113 xS 33'7
= = . — PR — - —
/(@) nz_% Cnt 1) 2nt1 CT33 T EE TT
Symmetrie

f(—x):/o Sl_ntdt /j@ds:—/j“zsds:—f@)

(Substitution s = —t , ds = —dt)
= f ist ungerade Funktion
Wir kénnen uns also auf den Bereich (0, co) beschréanken:

Extrema, Monotonieverhalten

Fa)="2% g o o—kr, ke zZ\[0} , F(0)=1
f”(x) _ I COS IxQ— sinx , (:L’ 7£ O), 7 f”(O) _0
= f'(km) = % = f"(2km) >0, f"((2k+1)7) <0

= relative Maxima bei z = (2k+ 1) , k€ INy
= relative Minima bei x = 2kn , k€ IN

f monoton wachsend in (—m,7) , (2m,37), ...

f monoton fallend in (7,27) , (3m,4m), ...



Wendepunkte

f"(x) =0 < xcosx =sinz , (x #0) oder x =0 < tanx = x oder

r=0 = 21=0, 22 € (m,37/2), ...

Die kleinste positive Extremstelle ist xzg =7

7T3 7'('5 7

f(m)=m— ? + o % + R=1.843+ R (alternierende Reihe)

. m -2
mit |R| < 5 < 0.0092 < 10

Andere Funktionswerte werden besser mit Hilfe der Simpson-Regel berechnet,
z.B.: f(2m) =1.418....

r—00

% gint
lim f(z) :/ Sl% dt = g = 1.5708... (spiter)
0

. a)

2--
1--
-8 -6 -4 -2 2 4 6 8
1..
21
1 1 inz — In(1 0
lim ( S N Ut k) B
z—0'In(l14+2) sinz’ 2-0 sinzln(l+ z) 0
COS:L'—H% , (1+x)cosx —1 ., 00
= lim o = lim - (=)
2=0cosxln(l +x) + 735 @—=0 (1 +z)coszln(l + ) +sinz 0
cosz — (14 z)sinz 1

200 coszxIn(l+x) — (1 +x)sinzIn(l +z) +2cosz 2

1 1 sinz . In(sinz) —Inzx 1
. sinx.— . — In( ) llI(I)l 5 _Z
b) lim( )% = lime @ r =0+ x =e 6
x—0 x x—0
. In(sinz) —Inz - . xcosx —sinx
denn: lim 3 = lim #2L % — Jim —
z—0+ T z—0+ 2x r—0+  2x°sinzx
. cosx —xsinx —coszx . —sinx
= lim - 5 = lim -
z—0+ 4dxsinx + 2x4 cosx z—0+ 4sinx + 2z cosx
. —COoST 1
= lim . ==
z—0+ 6cosx — 2xsinx 6



. — cosx) arctan(xz . — COoSZI x arctan(x
) : 1 2 | 1 2 2
¢ im =lim——Ilm— - lim ——=
x—0 .’132 111(1 + £L‘2) x—0 ,’,E2 x—0 h’l(l + ,’13‘2) x—0 2132
. sin x . U . arctanu
= lim lim — - lim ———
z—0 2z  u—0In(l+wu) uw—0 wu
1
1 T 1 1
= lim = - lim —— - lim 22— 11— o

z—0 2 u—0 Tra u—0 1

d) lim i/ (z —t)e* ™ dt = lim @) mit
0 2—0 g(x)

2

f(w)=/m (x— O™ dt | fO)=0 , gla)=d® . g(0)=0

sm t sin t
dt + (x —t)e -2
/ 333 (z =) R

:/ et dt 4 202(1 — 2)e ™) 1(0) = 0
0

"(#) =32° , ¢'(0)=0

/

g
F(x) = e 2 4 da(1 — 2)e¥ @) — 22265 4 922(1 — 1)22 cos(22)ed @)
g"(z) =6z
f”(l’) 2esin(x2) 4 4(1 o $)esin(m2) ' f”<$) 244
= = o= 1 — -1
9" (x) 6 +a| ] frt g"(z) 6
/ 7

=0 g(x) «=0g'(z) @=0g"(x)

o 4e2® — 16e” > 4t — 16
. dr = dt
oo (€2 +4)(e* 4+ 2)2 o (24+4)(t+2)?
(Substitution t=e® , dt = e”dx)

Konvergenzbeweis

/00 a-16 /1 44-16 /°° a—-16
o B+t +2)2 Sy (BB+4)(t+2)2 L (B +4)(t+2)?
Das erste Integral ist ein eigentliches Integral, da der Integrand in [0, 1] stetig; fiir das

zweite Integral benutzen wir die Vergleichsfunktion g¢(t) = 3 dann gilt:

t 4t* — 16t3 * 1
lim f( ) = 0 =4 und / — dt ist konvergent
=0 g(t) (L2 +4)(t + 2)2 R
= / 4t—16 dt st k t, al h /Oo 4t — 16
1S onvergent, also auc
(2 + 4)(t +2)2 sent, o @1+ 4)t+2?

Berechnung des ]ntegmls

Partialbruchzerlegung ergibt:

4t — 16 _a n b +ct+d
B2+4)(t+2)2 t+2 (t+2)2 t2+4

= 4t—16=a(t+2)(t* +4) +b(t* +4) + (ct + d)(t* + 4t + 4)
Koeffizientenvergleich ergibt:
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a+c=0,2a+b+4c+d=0, da+4c+4d=4, 8a+4b+ 4d = —16
= ¢c=—-a,d=1,b=—-142a, 16a=-16 = a=—-1,c=1, b=-3

o 4t — 16 1 < 1 Ct+1
dt = — —— dt—3 — dt — dt
/0 (12 4+ 4)(t + 2)2 /0 t+2 /0 (t+2)2 +/O t2+4

3 1 1 t
=(—In(t+2)+ ——+-In (t2+4)+§arctan§)}
0

t+2 2
t2+4 3 1 t]* 7 3
=3 +t+2+2arcan2>]o 12
2 — sin®
oy 4 ﬂy =2sinxcoszx y(z) =0
sinz cos 4
. 2 —sin’x )
Lineare DGL 1.0rdnung, a(z) = — , f(z) =2sinzcosz,
sin x cos x
a, f stetig in (0,7/2) = AWA eindeutig lésbar in (0, 7/2)

homogen:

—/a(m) dx
y1(x) =e (vgl. Skript S.236)
92 _ i 2 1 .
/a(l') dx:/ﬂ dx:2/.—dx_/81n$ du
sin x cos sin x cos x CoS T

1
:2/ cosQ:r dx+ln(cosx) , ($€ (077/2))7

sin x
COos T

= 2In(tanx) + In(cos ) = In(tan® z cos ) = ln(sm ac)
. cos
sin” x
— In( ) cosz
= yl(x) —e cosT’ = —5
cos 1 sin” x
= yn(r) =c—— , c€ IR, ist allgemeine Losung der homogenen DGL
sin® x

partikular:
yo(x) = c(z)y1(x) ist partikulire Losung der DGL mit

cos f(x) ,
und  c(z) = dxz (vgl. Skript S.237
yl( ) sin 2 ( ) y1($) ( g p )
2 3 1
/ Slriizosx dx = /ZSingm dx = /(5 sinx — isini’)x) dx
3 3 1 2
=3 cosx + 6COS3$ =3 cos T + 6(4008 x —3cosz) =—2cosx + — cos” x

cos2x 2 costzx

= yo(z) = —2— 5
sinx 3 sin’z
CoS T cos2xr 2 cos*zx

= yla)=c_—5 - —2— 2
(z) sin? x sinz 3 sin’z

Anfangsbedingung:

™ 1
=eV2-24-=0 = c=——
u(7) V2 3 NG

ist partikulare Losung.

, c€ IR, ist allgemeine Losung in (0,7/2).



5 Cos X

2
= — —_— e —
y(@) 3V2 sin’z

2
—2cot?xz + = cot?zcos?z ist die gesuchte Losung.

9. a) y'+y=sin’z+(1+2)e>* , y(0)=1y(0)=0.
Lineare DGL 2.0Ordnung, inhomogen, mit konstanten Koeffizienten,
rechte Seite: f(x) = sin® z + (1 +x)e** = z sinz — % sin3x + (1 +x)e**  stetig in IR
= AWA ist eindeutig losbar.
homogen: Charakteristische Gleichung;:
NM4+1=0 = Moo=+t = et = cosx +sinx =
yn(x) = c1cosx + casinx , (¢; € R) , ist allgemeine Losung der homogenen DGL.

partikuldr:  Superpositionsprinzip:

3 .
Komplexer Ansatz fiir 2 sinx = Im(zlezx):

wo(z) = aze®® (einfache Resonanz)
wy(x) = a(l +iz)e™ | wi(x) = a(2i — x)e'”
Einsetzen und Division durch e*® ergibt:

a(2i—x+x):% = a:%:—gi ;
yo1(z) = Im(wp(z)) = —gfm(z'ac(cosa: +isinz)) = —grcosz

1 1 ..
Komplexer Ansatz fiir ~1 sin 3z = Im(—ze?’m):
wo(r) = ae®®  (keine Resonanz)
wh(r) = 3iae®® | wi(r) = —9ae3®
Einsetzen und Division durch e3** ergibt:

1 1

1 1
Yo.2(z) = Im(wp(z)) = Elm(cos 3x +isin3z) = 3 sin 3z

Ansatz fiir (1 + z)e?*:

v0.3(z) = (a + bx)e*® (keine Resonanz)

Yo.3(x) = (b+2a+ 2bx)e* |y () = (20 + 20+ da + 4bx)e* = (4b+ 4a + 4bx)e*”
Einsetzen und Division durch e?? ergibt:

1 1 4 1
4b + 4a + 4b b = 1 S oh— a1 -H-o 1 o
+ a—i—lsc—ira—i—a: +x £ @ 5( 5) 5%
yo3(z) = %(1 + 5z )e**
3 L. 1 2% e .
yo(x) = —grcose + 33 Sin 3r + %(1 +5z)e ist partikulare Losung
3 1 1
y(x) = crcosx + cosinz — grcosz + 3—231n3x + %(1 +5z)e*” | (c; € R), st
allgemeine Losung der gegebenen DGL.
Anfangsbedingung:
(0)=c1+ L 0 = _ 2
Y =atas = T T
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10.

3 3 1 9 7 9 7 1
Y0)=co—c4+=+—=-0+2)=co— s+ = C2=-z—

8 32 25 32 25 32 25 800
() ! +1 +1 3+1(1+5)””'td' ht
T) = ——COST+ ——sinx — —x cos T + — sin 3z x)e ist die gesuchte
Y 25 800 8 32 25 &
Losung in IR.
b) y(g) +y = z%e”
Ansatz fir partikulare Lésung
yo(z) = v(z)e” mlt v(z) = a+ br + cx? (keine Resonanz)
9
() ) + yolz <k:> TYO=R) | y(z)e
=0
9
= (v(z) + 9'(z) (2) )e’ +v(x)e”
= (a+ bx + cx® + 9(b + 2cx) + 36(2c¢) + a+ bx + cz?)e”
= ((2a + 9b + 72¢) + (2b + 18¢)x + 2cx?)e” = x?e”
= c= ! b= 9 a= )
2’ 27 4
yo(z) = (9 18z +22%)e” ist partikuldre Losung.
flz,y) =% +y° - 3ay A
M:{(x> cx>0,y>0, z+y <4}
Yy
M ist kompakt (dh. abgeschlossen und beschrénkt), | i

und f ist stetig auf M
= f nimmt ihr absolutes Maximum und Minimum in M an.

Inneres von M: gesucht: relative Extrema

notwendige Bedingung:
f:=322-3y=0, f,=3y>-3z=0 = x=9y> =
y*=y = y=0oder =1 = y=0 oder y=1 =

1
(8) , <1> sind mogliche Extremstellen, wobei (8) nicht im Innern von M, sondern

auf dem Rand von M liegt (vgl. Rand von M, unten)

hinreichendes Kriterium:

A ./1:7 = Y =
( y) (f:ty fyy (z,y) -3 6y
A(1,1) = (_63 _63) ist positiv definit, da a;1 =6 >0, det A=36—-9>0

1
= f hat relatives Minimum in (1> mit  f(1,1) = —1

Rander von M:

1.Rand: =0 = f(0,y) =y (monoton wachsend) ,
also: Minimum fiir y =0 mit f(0,0) =0 , Maximum fir y =4 mit

13



£(0,4) = 43 = 64

2.Rand: y=0 = f(z,0)=2® (monoton wachsend) ,

also: Minimum fiir z =0 mit f(0,0) =0 , Maximum fiir xt =4 mit
£(4,0) = 43 = 64

3.Rand: g¢g(z,y) =x+y—4=0 (Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung)
Hilfsfunktion: ¢(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y)

notwendige Bedingung:

0 =322 -3y+A=0

0y, =3y> =3z +A=0

pr=c+y—4=0

1. — 2.Gleichung = 3(z?—9?)-3(y—2)=0 = 22—y’ =y—x
= (r—y)lzr+y)=y—z = zxz=y oder z+y=—1

1.Fall: =y = (Nebenbedingung) =z =y =2

2.Fall: * +y=—1 = Nebenbedingung ist nicht erfiillt

2
= <2) ist einzige mogliche Extremstelle mit f(2,2) = 4

Also mogliche Stellen fiir absolute Extrema:

G) mit f(1,1) = -1 , (8) mit £(0,0)=0 |, @) mit £(2,2) =4
(3) mit f(4,0) =64 | (Z) mit £(0,4) = 64
= f hat absolutes Minimum in (1) mit f(1,1) = —1,

4
und absolutes Maximum in (O) und (Z) mit f(4,0) = f(0,4) =64

11. f(z) = |z|cosz , |z|<m7

3--

2--

1--
JAVA) NN
' —on - T 2n

-1t

—2t

-3t

f ist gerade Funktion = b, =0 Vke IN
2 [T 1 (7
ar = —/ x cosx coskx dr = —/ x(cos(k + 1)x + cos(k — 1)x) dz
0 0

s s

14



12.

1 sin(k+1)z  sin(k—1)z " 1 /7r sin(k+ 1)z = sin(k — 1)z
DR A TS e A e e T
(falls k £ 1)
1 cos(k+1)z  cos(k — l)x)} T
0

:w((k+n2 (k—1)2

IR B VL 8
o (k4 1)2 (k—1)2
_ 0 Jfalls k ungerade, k # 1
= %((k+1)2 + 1)2) Jalls k gerade
0 Jfalls k ungerade, k # 1
= { _% ) (kk22—+11)2 Jalls k gerade

1 [T 1 in2z]™ 1 [ sin2
a1:—/ x(cos2a:+1)da::—'msm x] ——/ PR gt I
™ Jo 0 0

T 2 T
_1 cos 2x W+7T_7r
™ 4 |, 2 2

oo

2 4 47 +1
= s(:z:)z—;%—gcosx chosﬂx
1=

ist die gesuchte Fourierreihe.
Da f stetig und stickweise glatt in IR = f(x) = s(z) Vx € IR (mit gleichméfiger
Konvergenz in IR)

s s 4 & 4l2+1 !
e=F > SP=0=-2-13 Gp ity
= 42 +1 ; 1
R G Y o
- Z;Mp_ly( )T =3

a) a) f(t) = t3e? sinwt
f ist Originalfunktion, da f stetig in [0, 00) und héchstens exponentiell wachsend.
3! ’ 3! 6(r — 2 +iw)?
L t3 _ L t3 (24iw)t — —
_6((z — 2)* + diw(x — 2)3 + 6i%w? (z — 2)? + 43w (z — 2) + i*w?)
} (CEPEEL

= L(t%e*sinwt)(z) = Im(L(t?e®H)t) (z)) =

24w (z — 2)3 — 24w (z — 2)
((x —2)%2 4+ w?)4

sintcosht
) ==
sint
hmf( )= II(l) ; hn(l)cosht—l =

f 1st stetig in [0, 00) und héchstens exponentiell wachsend
= f ist Originalfunktion.
L(tf(t))(xz) = L(sint cosht)(z) = 2 (L(e' sint)(x) + L(e ' sint)(z))

15



1 1

3 eoyrri T eree )
Da LEF(1) = ~L/(F(t) = 1
LU == i Y ergrn

1 1 1
w0 = 3| i o | e )
= —%(aretan(x — 1)+ arctan(z + 1)) + ¢
Da lim L(f(1)(@) = —3(5 + ) +e=—2+e=0 = c=1 =

L(f(t))(z) = e %(arctan(a: — 1) 4+ arctan(z + 1))

b) ¥ -2y +2y=ce'sint , y(0)=0, y'(0)=1
Anwendung der Laplace-Transformation auf diese DGL ergibt:
(2L(y) — 2y(0) — /'(0)) = 2(zL(y) — y(0)) +2L(y) =
Mit y(0) = 0 und y'(0) = 1 folgt hieraus:

9 B 1
(z° — 2z + 2)L(y) —1—|—m =
L(y) =

1 1
-1 +1 " (-2 41
y(t) = L_l(m) + L_l(((x — 1)2 + 1)2)
= y(t) =e'sint + (e’ sint) * (e’ sint)
Es gilt:

¢
(e'sint) * (e’ sint) = / e' " sin(t — u)e" sinu du
0

(r—1)2+1

t ¢t
= et/ sin(t — u) sinu du = c / (cos(t — 2u) — cost) du
0 0

2
t in(t — 2 t t int . ¢
e’ sin( u)} ~teost) = e_(sm sin(—?) Feost)

=5 2\ 9 9

2 -2

} u=0
= eE(sint —tcost)

e’ 1
= y(t) =elsint + g(sint —tcost) = 5(3 sint — tcost)e’ ist die gesuchte Losung.

16



Zusatzaufgaben I/11

. Beurteilen Sie fiir alle ¢t € IR die Losbarkeit des Gleichungssystems (GLS)
1 1 1 2 T 2

1 -1 -1 2t y| |0
2 2 t 0 z] |3
-1 t 2 -1 U t

Bestimmen Sie in allen Féllen, in denen das GLS 16sbar ist, die allgemeine Losung.

11 2
. Gegen sei die Matrix A= |2 t 0
t 2 2

a) Berechnen Sie fiir alle ¢t € IR, fiir die die Matrix regulér ist,

die inverse Matrix A~!.
b) Bestimmen Sie fiir alle ¢t € IR, fiir die das Gleichungssystem (GLS)
AT =0b mit b= (1,2,2)T losbar ist, alle Losungen dieses GLS.

. Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der beiden Matrizen

5 —4 0 2 2 3
a) A=[2 -1 0| , b A=[|0 1 1
4 -4 1 0 -1 3

Priifen Sie nach, ob die Matrizen A diagonalisierbar sind, und berechnen Sie ggf. die
Matrizen C und D, so da8 C~1AC = D gilt.

. Berechnen Sie alle Eigenwerte, Eigenvektoren und alle Potenzen A™ | (n € IN), der

2 0 2 0

) 0 3 0 -1
Matrix A= 9 0 2 0
0 -1 0 3

Existiert die inverse Matrix A~1 ?

. a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 73(z) , (um xp =0, vom Grad < 3) , der

Funktion f(z)=In+vcoshzx .

Geben Sie eine moglichst gute Fehlerabschatzung fiir ‘ I&&)} |f(x) —T50(x)| an.
z|<1/2

b) Berechnen Sie — ohne Benutzung einer Formelsammlung — das Integral

< 1
/ dz .
o coshz

17



10.

11.

12.

. Gegeben sei die Funktion f:(—1,00) = IR mit f(x) =

~ In(1+x)

l+z
Berechnen Sie das Taylorpolynom 73 ¢(z) , (um 2o =0, vom Grad < 3) .
a) mit Hilfe von Ableitungen,

b) mit Hilfe bekannter Potenzreihen.

c) Geben Sie eine moglichst gute Fehlerabschétzung fiir | r|n<a};4 |f(x) —T50(z)| an.
x|<1

1— i 1
( cosgx) e ,falls ¢ # 0, und f(0) = = .
T 2

Gegeben sei die Funktion f mit f(x) =

a) Zeigen Sie, dafl das Intergral / f(z) dx konvergiert.
0

b) Bestimmen Sie die Taylorreihe von f um xg = 0.
¢) Berechnen Sie mit Hilfe der Taylorreihe von f um xg = 0 ndherungsweise (bis auf

1
einen Fehler < 5-107%) das Integral / f(x) dx .
0

. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte

. In(coshx) , 1/
lim ———— /)
@) 750 In(cosh 5x) b) :llg%)(ew — 1>
T 42 2
— inh? x _ 1)2 z—0 x4 et — 1
z—0 (sinh” z)(e® — 1) 0

. Gegeben seien die beiden uneigentlichen Integrale

<V °° arctan x
a) /o CEE dr , f) /1 ——— dzx

x+1)2 x?
a) Zeigen Sie — ohne Benutzung von Stammfunktionen — die Konvergenz der
Integrale.

b) Berechnen Sie die Werte der Integrale.

Losen Sie die Anfangswertaufgabe
y" —2y' +y=2sinhx , y(0)=1y(0) =0,

a) mit Hilfe von Ansétzen,
b) mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Bestimmen Sie alle Losungen der DGL
y" =5y +3y +9y =e % +sin’x ,
die fiir z — oo beschréankt bleiben, und fiir die y(0) = 0 gilt.

Berechnen Sie die absoluten Extrema der Funktion f(xz,y,2) = 2?2+3*+22+yz+z in

x
M:{ Y :x2+y2+z2§3}.

z
Begriinden Sie die Existenz der absoluten Extrema.

18



13.

14.

15.

16.

Berechnen Sie die absoluten Extrema der Funktion f(x,y,z) = xy + 2z unter den
Nebenbedingungen z +vy+ 2z =1 und z? +y? + 22 = 1.

Begriinden Sie die Existenz der absoluten Extrema.

Die Funktion g(z) = sin*z fiir 0 < z < 7 werde so zu einer 27-periodischen
Funktion f fortgesetzt, dafl die zugehorige Fourierreihe

a) nur aus cos- Gliedern,

b) nur aus sin- Gliedern besteht.

Berechnen Sie in beiden Fallen die Fourierreihe von f, und skizzieren Sie jeweils den
Graphen der Funktion f.
Wo wird jeweils die Funktion f durch ihre Fourierreihe dargestellt ?

, L e (=1)*
Berech den Wert d h E )
erechnen Sie den Wert der Reihe 2 2k + D((2k+1)2 —4)((2k + 1)% — 16)

Bestimmen Sie die Fourierreihe der 27- periodischen Funktion f mit
f(x) = (x +sinx)? | falls |z| < 7.

Wo stellt die Fourierreihe die Funktion f dar ?

Skizzieren Sie die Funktion f.

oo -1 k+1
Berechnen Sie den Wert der Reihe ,;3 % .

a) Berechnen Sie die Laplace-Transformierten der beiden folgenden Funktionen:

o) f)=tsinnt . B f) ="

b) Losen Sie das Anfangswertproblem
y" —y=sinht , y(0)=0, y'(0) =1,

mit Hilfe der Laplace-Transformation.
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Ergebnisse der Zusatzaufgaben I/11

1. Eindeutig losbar fiir ¢t # £2,

B 1=t 1 B
xr = bl y - . t ) z = 2 o t Y -
x 1
fiir ¢ — y 0 - (a € R)
z 0 ’
U 1
T 4 1
o Yy 3 -2
firt=-2: z (1 tal | , (e € R)
U 0 1
2. A ist regular fiir t # 2, —1
1 2t 2 —2t
Al = 202 1 —4 2 -2t 4
=D+ 4y 12 -2
Losung des GLS fiir t #2,-1: ¥=A"'b= ronE] 2
Eri\t2-1
firt=2: z=1—-a,y=a, 2=0, (0 € R)
fir t = —1: nicht losbar.
6
3. a) Ay =1 doppelter EW mit EV: | 3 , (a, 8) # (0,0)
o
2
A2 = 3 einfacher EW mit EV: o | 1 , a#0
2
A ist diagonalisierbar mit C~1AC = D
1 0 2 1 0 O -1 2 0
C=11 0 1 ., D=0 10| , C'=|-2 2 1
0 1 2 0 0 3 1 -1 0
e
b) Ay =2 3-facher EW mit EV: | 0 , a#0
0
A nicht diagonalisierbar, weil dim Ejy—2 = 1 < 3 =Vielfachheit(\ = 2).
1
4. A\ = 0 einfacher EW mit EV: « _01 , a#0
0



Ao = 2 einfacher EW mit EV: «

S o+~ o
~_
Q
e
o

A3 = 4 doppelter EW mit EV: &6) , (o, ) # (0,0)
B
1 0 1 O 0 0 0 O
1 0O 1 0 1 0 2 0 O
C‘ﬁ—l@lO’D_OOALO’
0O 1 0 -1 0O 0 0 4
4" 0 4m 0
g 1|0 2t+dr 0 2 —4n
N 4m 0 4m 0
0 2" —4" (0 2" 44"
1 2
. a) T370(LL‘):ZI'
1 1 2sinh?z — 1
_T < .. < 0.002605
|x1,|n§ai};2|f('r) 3’0($)| =4l 94 |II|11Sai};2 COSh4.£L' | >
2sinh? 2 — 1
da max s vz <1

1
lz|<1/2 cosh™ x

>~ 1 T
b) /0 cosh x dx—§

3 11

a) T370(:13):x—§902+€x3

1 e 1 3 11
b) In(1 . = — =Dz = — S — <1
) In(1+x) Tz nEZO(k_Ok+1)( )t T T+ T ;||

1 1

_ < . (4) 04

c) |$I%8;§4|f(w) Do)l = 557 ‘mr%%\f ()] <0.0

oder < 0.0082 mit alternierender Reihe.

. a) /Ooof@) dac:/olf(x) dm—l—/loof(:v) dx

1
erstes Integral ist eigentliches Integral, da f stetig in [0,1] (da lim f(x) = 5= £(0))

r—0

2
zweites Integral konvergent, da |f(z)| < —

3
b flo) = YN G vem
n=0

1
) / f(z) dv =0.4608333 + R , |R| < 0.00011
0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. 1
L b —1/2 Z d) —
a) 25 9 ) € ’ C) 2 ’ ) 12
. . 1 .| f(=)]
. leichsfunkt =m0 ) =1
a) @) Vergleichsfunktion g(z) = —7 xiﬂ;?fg((gﬂ
1 ) _m
Vergleichsfunkti =— , — 9
B) Vergleichsfun lorlg(xl) P 9(x) 2
T T
. ™ s 2
) CY) 2 ) ﬁ) 12+6 6 I
1 T 2 T 1 T
y@) = (g -5+ 5 e

1 1 1
y(x) = ——(29¢™ + 2sin 2z — 29 cos 2z) + E(l —e ")+ —we "

~ 1690 16

—1/2

Relatives Minimum in 0 mit f(—1/2,0,0) = —1/4 (gleichzeitig absolutes

0
Minimum)
1

Absolutes Maximum in | £1 | mit f(1,£1,£1)=5
+1
0

Absolutes Maximum in [ 0 | mit f(0,0,1) =1
1
0 1

Absolutes Minimum in { 1 | und | 0 | mit f(0,1,0) = f(1,0,0) =0
0 0

1
a) f(z)= §(3 —4cos2x + cosdr) =s(x) Ve e R
96 sin(20 + 1)z
b == -
) s(@) =2 ; Q@+ —d@ 1 —16 @ el
da f stetig und stiickweise glatt in IR

(1) "

; QI+ D)2 +1)2—4)((21+1)2—16) 96

2

i 5 5 3
T(x)= (? + 5) —5cosT — 6C082x+4kz_3m

da f stetig und stiickweise glatt in IR
k+1

i L = (0.0108663 . ..
— k2(k? —1)

(_1)k—‘,—1
coskx = f(x) Vx € IR,

22



. 622 + 2 sinh ¢ r+1
16. a) L(tZ Slnht)(lb) = m 5 L(T)(a:) =In

>1
x—1 » &

1
b) y(t) = 5(75 cosh t 4 sinh t)
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Musteraufgaben II1/IV

—2xe™Y
. Priifen Sie nach, ob das Vektorfeld V : IR3 — IR3 mit V(m, y,2) = | cosz+ x%e”Y
—ysin 2z
ein Potential in IR® besitzt. Berechnen Sie das Kurvenintegral von 1% entlang der
0 2
Geraden von | 1 | nach | 0 | direkt und mit Hilfe des Potentials.
0 1
x 2 y2
. Gegeben sei die Flache F = { Y : 6 + ry <1, z= 1}. Berechnen Sie das
z

Kurvenintegral / (32 — 4y)dzr + (4o + 2y + 2°)dy + (222 — 4y*)dz entlang der
K

Randkurve von F' (mit positiver Orientierung) direkt und mit Hilfe des Integralsatzes
von Stokes.

.SeiM:{ :xzo,yzo,zzo,x+y+z§1}.

IS

Berechnen Sie direkt und mit Hilfe des Integralsatzes von Gaufl den Fluf}

/ <V, > do durch die Oberfliche von M in Richtung der dufleren Normalen
oM
~ 2z — 1>
fiir das Vektorfeld V(z,y,2)=| 22+y
r+y+z

. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
' +2—x)y —y=2x, (x>0),

a) mit Hilfe eines verallgemeinerten Potenzreihenansatzes,
b) mit Hilfe eines Ansatzes y(x) = u(z)v(x).

. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
23y + 2%y —6zy’ +6y =2 +Inz, (z>0).

. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
(x+1)y" — Bx+4)y +3y = (x+1)%3* |, (z > —1).

Hinweis: FEine Losung der homogenen DGL findet man mit Hilfe des
Ansatzes: yi(x) = e%".



10.

11.

12.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des folgenden DGL-Systems

. 1 0 1 . 1
g =A7+0bx) mit A= 0 3 1| ,bx)=]1]e>
-1 0 3 3

. Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangs-Randwert-Problems

Ut = Uz +u , (O<z<7,t>0)
uz(0,t) = u(m,t) =0

3
u(x,0) = cos(g) , ug(z,0) = cos(g)

a) mit Hilfe der Fouriermethode,
b) mit Hilfe der Laplace-Transformation.

. Sel G={z€C : 0<Rez<%,]mz>0} und f:G—C

e2iz — N2
v g = (S
mit  f(z) T
Bestimmen Sie das Bild f(G) (mit Skizze), und untersuchen Sie, ob f in G konform
ist. Geben Sie ein weiteres Gebiet G an, das auch durch die Funktion f konform auf

f(G) abgebildet wird.

Fiir welche A € IR ist v : IR? — IR mit wv(x,y) = (xcosy + ysiny)e? + 2zy der
Imaginarteil einer in € holomorphen Funktion f = w4 tv. Bestimmen Sie diese A und
die zugehorigen Realteile u. Geben Sie die Funktion f als Funktion von z an.

Berechnen Sie - falls konvergent - mit Hilfe des Residuensatzes die Integrale (a € IR):
) / °  cosax g b) / > 1 p
a —— dr .
o (4+a22)° ’ —oo (27 +1)(a2 + 4z + 5)?

Bestimmen Sie die Losung der AWA (Anfangswert-Aufgabe)

y" =2y +2y=e'sint , y(0)=1, y'(0) =0,

mit Hilfe der Laplace-Transformation. Benutzen Sie - falls moglich - bei der Riick-
transformation den Residuensatz.




Losungen der Musteraufgaben

. %1 82 5 —sinz +sin z 0
oV =\ 5 g 2 D DR Bl
—2zeY cosz+axle Y —ysinz re re

= rotV(#) =0 VielR3
Da IR? ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und rotV =0 in IR® = V besitzt
in IR? ein Potential.

Berechnung des Potentials

Uy =V1 =2z Y = u(x,y,z)=— /2xe_y dr + hi(y,z) = —z%e™Y + hyi(y, 2),

u, = Vo = cosz + w?e™V = wu(r,y, z) = /(cosz + z%e7Y) dy + ho(z, 2)
= ycosz — x’e Y + hy(x, 2),

u, =V3=—ysinz = u(m,y,z):—/ysinzdz+h3(:c,y):ycosz—f—hg(az,y)

= u(z,y,2) =ycosz — 2% Y +c, c€ IR, ist allgemeines Potential von V in IR3.

Berechnung des Kurvenintegrals
a) direkt:

Parameterdarstellung der Kurve K:

0 2 0 2t

dt)y=11 +t( 0]—-1|1 )z 1—1 , t€10,1]
0 1 0 t

= dr=2dt, dy=—dt, dz=dt,

1
/ (Vidx + Vody + Vadz) = / (—8te'™t — cost — 4t%e’™! — (1 —t)sint) dt
K 0

g [l 4 [ 1 1
:——/ te’ dt——/ t%et dt—/ sintdt+/ (tsint — cost) dt
€Jo € Jo 0 0

8 1 4 1 1 1
=—(t— 1)et} — —(t? - 2t+2)et} —I—cost] —tcost]

e 0o e 0 0

8 4 8
=————-e+—+cosl—1—cosl=-5.

e e e

b) mit Potential:

0

/ (Vidx + Vady + Vadz) = u(2,0,1) —u(0,1,0) = =4 — 1 = —5.
K

2 2

xXr
2y
.F:{ S A :1}
) TR T

K sei die Randkurve von F' mit positiver Orientierung.



Paramterdarstellung von K (Ellipse):
x(t) =4cost , y(t) =3sint , z(t) =1, t € [0, 27]
= dx = —4sint dt , dy=3costdt, dz=20.

Berechnung des Kurvenintegrals

a) direkt

/K(?)x — 4y)dx + (4 + 2y + 2°)dy + (222% — 4y*)dz
= /027T ((12 cost — 12sint)(—4sint) 4+ (16 cost + 6sint + 1)(3 Cost)) dt
/QW(—48 sintcost + 48sin® t 4+ 48 cos? t + 18sint cost + 3cost) dt
0
= /02W(48 —30sintcost + 3cost) dt = 48 - 2m = 967 ,

27 27
da / sintcost dt =0 und / cost dt = 0.
0 0

b) mit Integralsatz von Stokes:

€1 €2 e3
o7 = 0 A e B
oLy = Ox Oy 0z _SZ » =
Bz —4dy) (dz+2y+2%) (2z2? — 4y?)
= <rotV,i>=8,
/ (Vi dx + Vo dy + Vs dz) :/ <rotV,i> do
K F
= 8/ do = 8-(Flacheninhalt von F)=8(4 -3 - m) = 96m.
F
f W
" 1
M:{ Yy :2>0,y>0,2>0, c+y+2<1}
z
Die Oberflache von M besteht aus 4 Teilfldchen : <

6M:F1UF2UF3UF4 mit

0
Flzz:(),(x)GDl:{(x):xZO,yZO,x—f—ySl},ﬁ: 0 ,
Yy Yy 1
do =d(z,y) ,
T T 0
Fg:y:0,< EDQ:{()::1:20,220,:1;+z§1},ﬁ: -1,
z z 0
do =d(z,z) ,



Fg:x:O,(y>€D3:{<y):y20,z20,y+z§1},ﬁ: 0|,
z

‘ 0
do =d(y, z) ,

F, : x4+ y+ 2z=1, also Paramterdarstellung:

x 1 0 1
QB(JZ,y): y 7%5$: O 795y: 1 795:c><95y: 1 Y

l—z—y —1 —1 1
(a:) EDlz{($> cx>0,y>0, a:+y§1}.
) )

a) Direkte Berechnung:

:/01/Ol_x((2zc—y2)—l—((1—x—y)2+y)—l—(x—|—y—l—1—sc—y))dydx

/ <2x—y +1-20—2y+2®+y* + 22y +y+ )dydac
l1—z 1 1 1—x
/ 2 y+2xy+a?>dydx—/ [2y §y + a4 y} dx
0
1 1
:/0 (20- 7)= 5 (1=2)*+(1—2)+a?(1- a:))d:c—/o <g—;x )dx:g—izl.

Zusammen erhalten wie dann

1 1 1 2
<Vn>d0'—————+—+1:—.
/w 312 12 3

b) mit Integralsatz von Gauf:

0
Z(rt+y+z)=2+1+1=4,

divV(x,y,z)Z%@ﬂU—y )+g(z +y)+ 92
) =4 [ dag.) =4 u(0)

0y

/ <‘7,ﬁ>daz/ div‘?(a:,y, z) d(x,y, z
oM M
)



mit (M) =Volumen von M,

1 1—x l—x—y 1 11—z
w(M) = / dzdydr = / / (1 —x—y)dydx
o Jo o Jo

cxy"+2—2)y —y=2x , (r>0), (linear,inhomogen, 2. Ordnung).

1 2—x -1
Sy =2 s pe) =T q) = — , rle) =2,
Die Koeffizientenfunktionen p, ¢ und die Funktion der rechten Seite r sind stetig in
(0,00) = die DGL ist losbar in (0, 00).

Noramalform: 3" +

a) Verallgemeinerter Potenzreihenansatz

Die DGL hat eine Singularitdt in xyg = 0 , also ist ein normaler Potenzreihenansatz
um xg = 0 i.A. nicht moglich.

Ansatz fiir verallgemeinerten Potenzreihenansatz:

00
y(x) = anz™ , ag #0,
n=0
00

[&.9]

y'(z) = Z(n + 0)a,x" ety (2) = Z(n +0)(n+o— Dayz" 2.

n=0 n=0
Einsetzen in die gegebene homogene DGL (nicht in die Normalform) ergibt:
Z(n +0)(n+o0—Dayz"tet + Z 2(n + o)anz" et — Z(n + 0)a,xz" e
n=0 n=0 n=0

oo
— E anz" e =0
n=0
o

= Z(n +o)(n+o0—1+2)a,z"tet — Z(n + o+ 1)az"t? =0

n=0 n=0
(n—>n+1)
o0 oo
= Z (n+o+1)(n+o0+2)an 12" e — Z(n +o+1az"? =0,
n=-—1 n=0

n=-1 op(0o+1)ap=0 = p=0 oder p=—-1 (daag#0),
n>0 n+o+1l)(n+o+2)apy1=Mn+o+1a, .

1. Fall: =0
an
> 0: 1 2)an41 = Da, = an41= .

n > (n+1)(n+ 2)an+1 (1n+ )a 1 A1 n1+2 1
W. t = 1 = — = — = = — .
1r setzen ag :>1a1 2,0,2 2'3,CL3 5.3.4 1
Vermutung: a, = (Beweis mit vollsténdiger Induktion)

(n+1)!



o0 " 0 $n+1 0 " N
nio 1 n=0 n=1
e _

= yi(z) = "

2. Fall: o= -1
n>0: n(n+1)a,+1 = nay,
n=0 = 0-a1=0-a90=0 = a; beliebig. Wir setzen a; = 0.

a/’l’L
> 1: = .
n -~ An+4+1 nt 1
Da ag=0 = a,=0 Vn>1
1
= yolr)=a® =2 == mit ap=1.
x
-1
y1(x) = ¢ , Y2(x) = — sind linear unabhéngig in (0, co),
x
. ) e —1 . ) 1
da lim yi(z) = lim ——=1, lm y(z)= lm —=oc
e’ —1 1

= yn(z)=01
in (0, 00).

+co— , ¢ € IR, ist allgemeine Losung der homogenen DGL
x

partikuldare Léosung:

Ansatz:  yo(z) = a + bz (hier zuféllig moglich; sonst miifte man ” Variation der
Konstanten” durchfiihren)

= yy(x)=0>b, yi(x) =0 = (einsetzen) (2 —xz)b— (a+bx)=2x
~ %=a, 26=2 = b=-1,a=-2
= yo(x) = —(2+ z) ist partikuldre Losung.
-1 1
= ylr)=a © +c——(242z) , ¢ €IR, istallgemeine Losung in (0, 00).
x

b) Ansatz: y(zx)=u(zx)v(z) (vgl. S.506)

—4 4 4 4
4q—p2—2p’=——(———+1>+—:—1:konst.
T 2 oz 2
I/Q—x d p
_ - " N
uz)=e 2 x — ez tx/2 ¢
1 P o
DGL fiir v: 0 —-v=— = 2pe %/2
4 u(x)

1 1
homogen: A2 — 1 =0 = Ma2= :|:§

= op(x) = c16%/? 4 c9e™? | ¢, € R.

partikuldare Lésung:
Ansatz:  vg(z) = z(a + br)e™*/? = (ax + bx?)e~*/? (einfache Resonanz),

vy(z) = (a + 2bx — ga: - §x2)e_x/2,
b
vy () = (2b — g — bx — g — bx + %x + ng)e*x/g.

7



—x/2

Einsetzen, Division durch e , Koeffizientenvergleich ergibt:

b b
2
. ——==0
v T
1
. % -—-=2 = b=-1
x —|—4 1

0. 2b—a=0 = a=2b=-2
vo(x) = (=22 — 22)e /2 = —x(2 4 x)e /2
v(z) = c1e®/? 4 cge /2 — (2 + a:)e_”:/2
z/2
(cle‘r/2 + e 2 — (24 a:)e_xﬂ)

e’ —1

8

R

y(z) = u(z)v(z) = °

e’ 1 1
= y(m):clz—l—@;—@—i—x):dl —|—d25—(2—|—x) , d; € IR,

ist allgemeine Losung in (0, 00).

L2y 2%y —6xy +6y=x+Inz , (r>0), (Eulersche DGL).
homogen:

Ansatz: y(z) =20 = MA-1DA-2)+AXA—=1)—6A+6=0

= A=DAA=2)+A-6)=A-DA2=A—6) = (A— 1A —3)(A+2)
S A =1, A =3, Ag=—2.

yn(x) = ez + con® + % , ¢ € IR, ist allgemeine Losung der homogenen DGL.

partikuldre Lésung: rechte Seite: fi(z) ==«

x — e — ate’ — a(lnx)x
Substitution Ansatz, einfache Resonanz Substitution riickgangig
= Ansatz you(r) =arlne = yp,(2) = a(lna+1), yg,(2) = =, yih(2) = =
1
einsetzen = —ax + ax —6axlnzr —6ar +b6arlnx =2 = a= R
Rechte Seite: fo(x) =Inz
Inz — t — a+ bt — a+blnx
Substitution  Ansatz, keine Resonanz Subst. riickgangig
— / _ b 1 _ b 177 - 2b
= Ansatz yo2(x) =a+blnzr = 90,2(33) =7 ?Jo,z(l‘) =2 90,2(95) =3
1
einsetzen = 20—b—6b+6a+6blnr=Inx = b= 6 6a =50 = a= 36
s c3 1 5 1 . o
y(r) = 1z + c2x” + — — ga:lnx + 3% + 8 Inx , ¢; € IR, ist allgemeine Losung der
x

DGL in (0, o0).



6.

(x+1)y" — Bx+4)y +3y=(x+1)%3* | (x> -1),
(linear, inhomogen, 2. Ordnung).

3r+4 3
N lform: 3" — '+ ——y = 1)e
orama, orm3y ) x+1y+3x+1y (x+1)e
x + 3
= = —— = — = 1 33.
p(x) w71 1@ =g @) =(z+ e

Die Koeffizientenfunktionen p, ¢ und die Funktion der rechten Seite r sind stetig in
(—1,00) = die DGL ist lgsbar in (—1, 00).

Ansatz: yi(x) =e®® = yi(x) = ae® | yi(x) = a®e?”.

Einsetzen in die homogene DGL und Division durch e** ergibt:
(x+1)a?> - Bz +4)a+3=0 = (a?-3a)r+(a*—-4a+3)=0 = a=3.

= yi(z) = €3 ist Losung der homogenen DGL, y;(x) #0 fiir x € (=1, 00).

Reduktion der Ordnung: (vgl. S.500)

Der Ansatz: y(z) = v(x)yi(x) fihrt auf die DGL fiir v’ :  (vgl. S.501)
/

’U// + (2 yl(m) —|—p(£l3))’l]l _ T(:B) )

yi(z) y1(x)
Mit obigen Funktionen p,r,y; erhalten wir also

3¢’ 3w +4 1)e?* 3z +4
v"—|—<2- ¢ _rd )v’:m—)e = v”—l—(G— v >v’:x—i—1.
e3e x+1 e3r x+1
Mit w =" erhalten wir also die lineare DGL 1. Ordung
, ST+ 2
w w=x++1
r+1

homogen: (Trennung der Variablen)

1 3 2 1
/—dw:—/ v dx—l—d:—/<3— )dw+d:—3m+ln|m—i—1]+d
w x+1 x+1
= Injw=-3z+nlz+1+d = wy(r)=clx+1)e > | cec R, ist Losung

der homogenen DGL in (—1, c0).

partikuldre Lésung: (Variation der Konstanten , vgl. S.487)

Der Ansatz: wg(x) = c(x)wi(z) mit wi(z) = (z+1)e 3% fiihrt auf
1 1 1
c(m):/i dx:/L dzL‘:/e?’ac dx:§e3m

w1 (x) (z+1)e=3
1
= wp(z) = 5(:1: + 1) ist partikuldre Losung

1
= w(z)=clr+1)e " + g(:l: + 1) ist allgemeine Losung der w—DGL.

Mit v = w erhalten wir fiir v : )

1 4 1
v(z) = c/(x-i- e 3"dx + g/(ﬂc-i- 1) dx +cp = C<_§ - §>e_3w + §(% —I—ac) +co
— 1 1
v(z) = §(3x+4)e_3$+02+6(a§2+2x) = 01(3x+4)e_3$+02+6(x2+2x) , ¢ € IR,
1
= y(z) =v(@)yi(z) = v(x)e® = 1 (32 + 4) + e + 6(9{;2 +22)e’” | ¢ € IR,

ist allgemeine Losung der gegebenen DGL in (—1, 00).



7.

. 1 0 1 . 1
g =A7+bx) mit A= 0 3 1| ,bx)=1[1]e*"
-1 0 3 3
homogen:
Berechnung der Eigenwerte:
1—A 0 1
det(A=XE)=| 0 3—-X 1 |[=1-XM)B-XN2+B-)

10 3-2A
:(3—)\)((1—>\)(3—)\)+1> —(3-N(A-22=0
= A1 =2 (doppelter EW) | Ay =3 (einfacher EW).

Berechnung der EV (Hauptvektoren)

ZuA = 2:
-1 0 1 c1 0 1 0 -1 c1 0 1
0 1 1 co | =10 = 0 1 1 co | =10 = al —1
-1 0 1 c3 0 0 0 O c3 0 1

sind die EV zu Ay = 2 fiir a € R\{0}.
Da die Dimension des Eigenraumes = 1, miissen wir noch einen Hauptvektor (der
Ordnung 2) bestimmen

-1 0 1 c1 1 -1
0 1 1 o | =1 -1 = —1 | ist Hauptvektor (der Ordnung 2).
-1 0 1 C3 1 0
EV zu Ay =3
-2 0 1 c1 0 0
0 0 1 2| =10 = a | , a € R\{0}, sind die EV zu Ay = 3.
-1 0 0 C3 0 0
Damit lautet die Losung des homogenen DGL-Systems:
1 1 -1 0
gn(r) =c1 | —1 62$+02{ —1lz+ | -1 }629”—1—63 1]e* | ¢ €R.
1 1 0 0

partikuldare Losung:
Ansatz: §o(x) = (@ + bx)e®®  (einfache Resonanz),
7' (z) = (b+ 3a@ + 3bx)e.

Einsetzen und Division durch e3? ergibt:
1
b+3G+3br=A@+bz)+ | 1
3

Koeffizientenvergleich:

0
g'—Term: (A—3E)b=0 = b=EVzuly=3(oder=0) = b=[a | ,acR
0

10



1 0 0 3 0 O 0 0
2 0 -1 1 = 0 0 -1 -5 = 0 1
0 0 1 a—1 0 0 1 a—1 0 0
3
= nur losbar fiir « =6 mit der Losung a = | 3 , BE€IR
5

3 0
= fo(z) = { (0) + (6) w}e?’w ist partikulare Losung.
5 0

= y(x) = yn(x) + go(z) ist allgemeine Losung des gegebenen DGL-Systems.

U = Uz +u , (0<z<m,t>0)
uz(0,t) = u(m,t) =0
u(z,0) = cos(g) , ug(z,0) = cos(:%x)

a) Fouriermethode

Der Ansatz u(x,t) = f(x)g(t) fﬁhl;‘/c(?)uf: f(@)g"(t) = f"(x)g(t) + f(x)g(t).
g

D?ViSiOIl durc.h f(z)g(t) ergibt: o 1= (o) =Xe R
Die Randbedingungen ergeben:

ug(0,8) = f'(0)g(t) =0 vt >0 = f'(0)=0,
u(m,t) = f(m)g(t) =0 V>0 = f(mr)=0.

Damit erhalten wir

a) f"(x)=Af(x)=0 , f'(0)=f(r)=0 (Eigenwertaufgabe)

b) g"(t) = (1+A)g(t) =0 (DGL fiir g(t))

ua) Ansatz f(z) =et® = pi=\.
A=0: :> =0 (doppelte Nullstelle) = f(z)=a+bzx, f'(z)=0.
1'(0) = :> b=0, f(m)=0 = a=0 = [f=0.

11



A>0 = MLQZZE\/X =

flx) = aeV T | pe—Vrz , f(x) = \/X(ae\[\m — be_ﬁw) ,

f'0)=vVXa—-b)=0 = a=b = f(x)=2acosh(vAzx),

fm)=0 = a=b=0 = f=0.

A<0: = mp=FiV-A =

f(x) = acos(v—Az) + bsin(v/—Ax) , f'(x) = vV—=A(—asin(v/—Ax) + bcos(v/—Az) ,
f0)=v=M=0 = b=0, f(xr) =acos(v/—Ar) =0

= \/—_)\7'(':%—}—7171', n € INg

= M =-(n+3)?> , ne€ Ny, sinddie EW von a).

fa(z) = cpcos(n+ 1)z, n €Ny, sind die zugehorigen Eigenfunktionen.

Zub) gt — (1 (n+ 1?)gu(t) = 0
Ansatz g(t) =e"® = p?=1-(n+1)2%

n=0 = ul,gzi—%g = go(t)—a062 + boe™ Tf,

n>1 = po==i (n+%)2—1 =

9n(t) = ancos(y/(n+ 3)2 —1t) +b,sin(y/(n+3)2—11¢).
u(x,t) = (aoe%gt + boe~ e ) cos 5 + Z gn(t) cos(n + 3)z st die allgemeine Losung.

Anfangsbedingungen:

oo
u(x,0) = (ag + bo) cos 5 + Z an cos(n + 3)z = cos £
n=1

= ap+by=1,a,=0 Vn>1,

ug(z,0) = ‘@(ao — bg) cos 5 + Z v/ (n+3)2 =1 b, cos(n+ )z = cos 2z
n=1

= ag— by = 0, by = s b, = 0 sonst.

\/5
Zusammen folgt: ag=by =5, b = \@ , alle anderen a,, und b,, gleich 0.
Damit erhalten wir als Losung der ARW-Aufgabe:

u(z,t) = %(e\/Tgt + e’\/Tgt) cos 5 + \/lg sin(%gt) cos

3 2 5 3
775) cos 5 + 7 sin(Tt) cos & ist die gesuchte Losung.

b) mit Laplace-Transformation

= u(x,t) = cosh(

Mit U(z,p) = L(u(zx,t))(p) = / u(z,t)e P dt erhalten wir nach Anwendung der
0

Laplace-Transformation auf die partielle DGL:

L(ug) = L(ugz) + L(u) = p?U — pu(x,0) — uy(2,0) = Uy + U

= U — (p* = 1)U = —pcosZ —cos 3z .

12



homogen: Uy (z,p) = c1eVP* 717 4 coe= VP12 fiir p > 1.

partikuldare Losung:

x 3 a r 9 3
A : = — — = —— —- — = —T .
nsatz: Up(x,p) = acos 5 + bcos 5% = (Uo) o (z, D) 1955 4bcos 57

Einsetzen und Koeffizientenvergleich ergibt:

4
cos 5 —Term: —%—(pQ—l)a: -p = a= W—PiS ,
9 4
cos 3z —Term: _Zb —P*-1b=-1 = b= o

Also erhalten wir insgesamt:
acyr oy 4 4 3
U(x,p) = cie PPole g e VPITLe 4 P cos T 4 COS =X .

Randbedingungen einsetzen:

Us(0,p) =v/p?>—1(c1—c2) =0 = c¢1 =co
U(m,p) =2cicosh(y/p?—17) =0 = ¢1=0 = c2=0
4 3

4p x
= U(I’,p):mCOSE—f—mCOSgﬂf

_ 71 _ -1 p x -1 3
= u(a:,t) =1L (U(:E,p))(t) =1L (192——3/4) COS 5 + L (m) COS 51‘
3 2 5 3
= wu(zx,t) = cosh(Tt) cosg + 7 sin(gt) co8 5@ ist die gesuchte Losung.

‘ s eX'? —1i\2
G:{26$.0<Rez<§,lmz>0} ) f(z):((ﬂT_H)'
Wir zerlegen f in die folgenden ”Standardabbildungen”

d ’ f4(25) = 22'

, . z—
Ni(z) =2iz , folz) =€, fs(z) = 1
Es gilt dann f(2) = fa(f3(f2(f1(2))))-
G={z€C: 0<Rez<m/2,Imz>0}
= G2=fi(G)={z€ : Rez<0,0<Imz<m}
(Drehstreckung: Drehung um den Winkel 7/2 , Streckung mit dem Faktor 2)
= G3=fo(Ga)={z€C: |z2|<1,0<argz<m7} (e*— Funktion)

f1 o
e 4 e

i
% 1

I
¢ % Gz U Gz 1

Y

Z_
zZ+1

Nebenrechnung:  f3(z) = (gebrochen lineare Abbildung)

13



10.

z 0 0 —1 7 1 -1

—_
|
—_
g
)
|
~
~

f3(2)

Es gilt die Kreisverwandtschaft

Also gilt

£(G)

Gy=f3(Gs)={z€C : |z] <1, Rez<0}
f(G)=fi(Gy) ={2z€C : |z|]<1}\{z=2 : —1<2<0}.
f1 ist konform in GG, da Drehstreckung,

fo ist konform in G,, da Streifenbreite < 27 ,

f3 ist konform in Gj3, da (—i) ¢ G3
f4 ist konform in G4, da z = 0 € G4 und Winkelbereich < 7

= [ ist konform in G , also:
f bildet G konform auf f(G) ={w e : |w|<1}P\{fw=z : -1 <z <0} ab.

G={2e@: 1<Rez<3m/2,Imz>0} = f(G)=f(G), fistauchin G
konform.

v(z,y) = (zcosy + ysiny)e* + 2xy , v € C?(IR?)
notwendige Bedingung: Av =0 in IR2.

vz(x,y) = (cosy + Az cosy + Ay siny)e*® + 2y
Ve (T, 9) = (2Acosy + N2z cosy + A2y siny)e®
vy(2,y) = (—xsiny + siny + y cosy)e’* + 2z
Vyy(2,y) = (—x cosy + 2cosy — ysiny)e®

14



AV = Uy +Vyy = (2()\+ 1) cosy+ (A2 —1)zcosy+ (A2 —1)ysin y) e’ =0 V(z) € IrR?
= A=-

= v(z,y) = (xcosy +ysiny)e " + 2xy .

Bestimmung des zugehorigen Realteils:

Es gilt: u, =v, , uy = —v, (Cauchy-Riemannsche DGL)
= / vy dz+ h(y) =

y)
(w,y):/ —zsiny +siny + ycosy)e ¥ + 2x
(1

= u(x,

N———

dx + h(y)

= (zsiny —ycosy)e *+z2+h(y) ,
—ve = W(y) =2y

+x)siny —siny —ycosy)e * + 2 + h(y
Y) = (xcosy—cosy—i—ysmy) T+ R (y)
hy) = —y* +c

||\/

=
= u(z,y) = (rsiny —ycosy)e ® + (22 —y?) +c , c€R.

[(z) = f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y) =

f(z) = (zsiny —ycosy)e ™ + (22 —y?) + c+ z((x cosy + ysiny)e * + 2my)

= <(a:2 —y?) + 2i.ry> + (iz — y)(cosy —isiny)e™* + ¢
=22 tize We ™ +c=22 +ize (W) L e=22 fize ™ + ¢

= f(z)=2>+ize " +c , ce R

cos ax 1 cos ax

11. a) /0 m dr = 3 /_OO m dx , da gerader Integrand.

1
f(z) = e ist holomorph in C\{£2i} , lim f(z) =
Also konvergiert nach Satz 16.71, S.699, das Integral und es gilt fiir a > 0:

/0 % dx Re{QWzRes (%, / >} RG{ ( (2 4 20)” >;;:21}
= Re{ ( ia(z +2i)° — 3(z + 2i)” )ewz> |z:2i}
_ e { < a(z+2i)” +12(z—|—2i)_5+(ia)2(2+2i)_3—3ia(2+2i)_4)emz)|Z_2i}
= e g i) 1204~ e}

— Re{_ — (24a + 12 + 16a*)e —2“}

2 45
——(4a® +6a +3)e 2* | falls a > 0.

T 512
* cosax > cos(—a)x 7r 9 5
0: —— dr = ———— dr = ——(4a” — 6a + 3)e** , fall 0.
a< /0 45 22) x /0 4+ 22)° x 512((1 a+3)e*® , falls a <
Wegen gleichméfiger Konvergenz des Integrals (da fiir die Funktion f gilt: =~ Nenner-
3
grad > 24 Zahlergrad) gilt fir a =0: I = 5%



12.

Damit erhalten wir insgesamt:
0 (4a% — 6a + 3)e?*  fallsa <0
/ _SRAT = T 3 fallsa =0
2)3 - ’ -
o (4+2%) o12 (4a® + 6a + 3)e™2¢  falls a > 0.

Bemerkung: Da fiir die Fourier-Transformation einer geraden Funktion f gilt:

15.5,8.593)  F(f)(s) = 2/00 f(t)cosst dt ,

1
folgt aus obigem Ergebnis fiir die Fourier-Transformierte von f(t) = m :
1 (452 — 65+ 3)e?®  falls s <0
F—53)(8) = 52 3 Jfalls s =0
(4+#) 256 (45?2 + 65 + 3)e™2¢  falls s > 0.
e 1
b) T= /
oo (@2 +1)(2% + 42 +5)?

p(2)

Fir f(z) = q_z) mit p(z) = 1, q(2) = (22+1)(22+42+5)? gilt: gradq > 2+gradp.

Singularitaten von f in der oberen Halbebene:
z1 =1 (einfacher Pol) , 2z = —2 -+ (zweifacher Pol), ¢q(z) #0 Vz € IR.
Also gilt nach Satz 16.70, S 696:

I_27m<Res(5 Z)—I—Res = —2+z)
(7

/
N <Z+Z (22 +42+5)2 2= z+2+z) >z:—2+i>
22(z+2—l—z)+2(z +1)
:2m< :
4z+4 (22 +1)2(z+240)° |__ oy,
, ( 2(—2+i)(2i)+2(4—4i)>
= 2 —
32i(1 4 1)2 (4 — 44)?(2:)3
5 ( 1 -8 — 4+8—8i>
=2 —— —
64 165 (—2i)(—)
5 ( 1 162 ) s
= Z _— = — .
"\ "61"16-16 1616/ 8

Yy’ — 2y +2y=elsint , y(0)=1, ¢y/(0)=0.
Anwendung der Laplace-Transformation auf die DGL ergibt:
L(y") —2L(y'") + 2L(y) = L(e*sint) =

(z*L(y) — zy(0) — y'(0)) — 2(zL(y) — y(0)) + 2L(y) = m :

Mit y(0) =1, ¢'(0) =0, folgt hi(iraus: 5 1

(22 — 22 + 2)L(y) :x—2+m = L(y) = fo;:E—}—Q + (22 — 27 + 2)2
= WO =1" G g ) LG o o)
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Es gilt:

_ -2 (xr—1)—1 _ T _ 1
Y (g e = LN () =t (L7 -L!
(m2—2:c—|—2) ((m—1)2—|—1) e( (x2+1) <m2—1—1)>
T —2
= LY (5———=)=¢ —sint) .
(x2—2a:+2) e’(cost — sint)
Fir F(z) = ilt:
i £(2) (22 — 22+ 2)2 gt

F' ist holomorph in Q\{1 i} (zweifache Pole) , lim F(z) = 0.

Also gilt nach Satz 16.76,S.710: o
1

Lt ~R (

((x2—2x—|—2)2) “

zt

zt zt

i) Res 1)
+ 1) + Res (2 2: 120 {

(22 — 22 4 2)2’

zt

= (oo o (e 7)o

_ (tz—1+ )2 —2(z—1+ i))ezt] N (tz—1—0)2—-2(z—1— i))eZt]
(z—1+1i) Z=1+i (z—1—1)* Z=1—i
(£(20) — 4i)eI 0! n ((20)% + 4i)ell 0! lt He 4 o) L. Hett — ot
= = ——te'(e" +e ") — —ie'(e" —e
(2)° (2)1 4 4
= L_l((xZ “or T 2)2) = —§tet cost + §et sint .

Zusammen erhalten wir dann:

1 1
y(t) = e (cost —sint — itcost + 3 sint)

1
= y(t) = 5(2 cost —sint — tcost)e’ ist die gesuchte Losung.
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Zusatzaufgaben IIT/IV

2 _
1. Gegeben sei das Vektorfeld V : IR? — IR? mit V(z,y) = <2y Z' >
xy — siny

Zeigen Sie, dafl V in IR? ein Potentialfeld ist, und bestimmen Sie alle Potentiale von
V in IR?. Berechnen Sie das Kurvenintegral von V lings der Kurve

K:{(x) : v =1+cost, y=sint, tE[O,W]}
Yy

a) direkt , b) mit Hilfe des Potentials , c¢) mit Hilfe des Integralsatzes von
Green.

. Gegeben sei das Vektorfeld V:R®— IR® mit

T

~ —yz Tz y\ T
V(SIJ,y,Z) = <(E2 +y2 12 +y2 ) ardﬁan;) , G= { Yy S R : x> 0}
z

a) Berechnen Sie rot V. Wo besitzt V Potentiale ? Berechnen Sie - falls méglich -
ein Potential von V in G.

b) Berechnen Sie das Kurvenintegral von 1% langs der Kurve

K:{ Y :m=2(:ost,y=2sint7z:t,tE[O,%]}
z
direkt und mit Hilfe des Potentials.
1
Hinweis: Es gilt: arctan — = ig —arctanz Vo #0 , (+ firxz >0, — fiir z <0).

x
r—Yy
. Gegeben sei das Vektorfeld V : R® — R3 mit V(z,v, 2)=|r-2 und die
y—2z
x
Flache F:{ Yy :x2+y2§4,z:4—(x2+y2)}.
2z

Berechnen Sie den Flu von V durch die Fliche F in Richtung der Normalen 7, die
eine positive z—Koordinate hat

a) direkt , b) mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes (falls mdoglich)

c) mit Hilfe des Integralsatzes von Gau8.

18



10.

11.

. Bestimmen Sie - falls moglich - alle Losungen der DGL  zy” + 2y’ — xy = e~

x2 4z

. Gegeben sei das Vektorfeld V : R3 — R3 mit 17(:1;, y,z2)= | y—2xy

x—z
a) Zeigen Sie, daf3 V solenoidal in IR3 ist, und geben Sie ein Vektorpotential an.
b) Berechnen Sie den Flul von V' durch die Flache

F = { Y ct 4yt =4,0< 2 < 1} in Richtung der vom Ursprung
z
wegzeigenden Normalen 77 direkt und mit Hilfe des Integralsatzes von Gauf.

x

in (0,00), die fiir x — oo beschrinkt bleiben.

. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL 3" + 22y’ + 2y =0

mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes. Geben Sie fiir die Fundamentallésungen jew-
eils den Konvergenzradius an. FEine Fundamentallosung kann in geschlossener Form
angegeben werden. Bestimmen Sie diese Form.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL (1 + 22)y” + 3zy’ +y = 0.

Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst eine Losung (mit y(0) = 1, 4’'(0) = 0) mit Hilfe
eines Potenzreihenansatzes. Diese Losung kann in geschlossener Form angegeben wer-
(-1DF 1-3-5-...-(2k—1) (—1/2) fir k> 1

. = ur ~ 1.

den. Es gilt: o x k

. Bestimmen Sie - falls moglich - alle Losungen der DGL

2%y + 222y + (22 — 2)y = %™ in (0, 00), die fiir ¥ — oo beschrinkt bleiben.

. Bestimmen Sie die Losung der folgenden ARWA (Anfangs-Randwert-Aufgabe)

Ut = Uge —2uy , (O<ax <7, t>0),
u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) = us(x,0) = sinz.

Bestimmen Sie die Losung der folgenden ARWA (Anfangs-Randwert-Aufgabe)
Ut = Uge +4u, , O<z<1,t>0),

u(0,t) =u(l,t) =0,

u(x,0) = e” 2% sin(mx).

Sei G={z€C : 0<Rez<g,lmz>0} und f:G — € mit
et — 1\4
1) = (51) -

Bestimmen Sie das Bild f(G) (mit Skizze), und untersuchen Sie, ob f in G konform
ist.
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12.

13.

14.

15.

16.

. 2 1 4
Sei G={z€C: |z|] <1, O<argz<%} und f: G — € mit f(z) = (Z;IZ) .
Bestimmen Sie das Bild f(G) (mit Skizze), und untersuchen Sie, ob f in G konform
ist.

Fiir welche Funktionen ¢ € C%(IR) ist v:IR?> — IR mit

v(z,y) = ycosxcoshy — zsinzsinhy + (sinx)p(y)

der Imaginarteil einer in € holomorphen Funktion f =u 4w ?

Bestimmen Sie diese ¢ und die zugehorigen Realteile u. Geben Sie f als Funktion von
z an.

Berechnen Sie - falls moglich - mit Hilfe des Residuensatzes fiir alle a > 0 den Wert

> cosax + xsinax
des Integrals /0 Er D@2 112 dx .

Berechnen Sie - falls moglich - mit Hilfe des Residuensatzes fiir alle a € IR den Wert
sin ax

des Integrals /0 m dx .

Bestimmen Sie die Losung der AWA (Anfangswert-Aufgabe)

y" —2y'+5y = 2t cos?t , y(0) =0, y'(0) = 1, mit Hilfe der Laplace-Transformation.
Benutzen Sie - falls moglich - bei der Riicktransformation den Residuensatz.
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Ergebnisse der Zusatzaufgaben III/IV

. Potentiale: wu(x,y) =zy?>+e % +cosy+c, c€ R,
Kurvenintegral: 1 —e™2.

. Potentiale existieren in allen einfach zusammenhangenden

Gebieten C IR3\{(y, z) — Ebene}.

Potential in G:  wu(x,y, z) = zarctan J ,
x
2

T
K int . —.
urvenintegra 16

. Flu3: 0

=¥

7y

_>X

. Vektorpotential z.B.:
Wi =yz—2zyz —ay , Wo=—a%2—22/2, W3=0,
FluB: 4m.

7

, ¢i€ IR , R=o00 (Konvergenzradius).

y(r) = ——=(c1 +caln(z + 1+x2>,ciEIR.
() = s (e + caln( )

c 1
. ylx) = crrle™ + 2ot 4 5352(3_9c Inz , ¢ € IR.
x

. u(z,t) = (1+2t)e tsinx .

. u(z,t) = e 2 sin(rz) e~ (THL,
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

F@)={wel: lw<\fweR : 0<w<1},

f konform in G.

Gleiches Ergebnis wie in Aufgabe 11.

o(y) =c1e¥ + eV | ¢ € IR,

f(z) = zcosz —cre”® + e +c3 , ¢ € IR.

 f6a—1 _, 1 .
I(a)-w( T —|—126 ) , a>0.

—1+4+ (1 —a)e** fallsa <0

I(a) = 3 0 Jfallsa =0
1—(1+a)e 2 fallsa>0.

1 : : "

y(t) = Z(l + 2sin 2t — cos 2t + tsin 2¢)e".
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