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I Grundbegriffe aus der Algebra

Definition 1.1 : Gruppe

Eine Gruppe (G, *) besteht aus einer Menge G # () und einer Abbildung
x : G X G — G mit den Eigenschaften

(1) (zxy)xz=xx*x(y*xz) firallex,y,z€eG (Assoziativgesetz)

(2) Esexistiert ein e € G mit exx=z*xe=x firalezecd
e heillt neutrales Element

3) Zujedem x € G existiert ein y =271 € G mit zxy=y*xxr=c¢c
( j Y y=y

y =2 ! heit zu = inverses Element.
Bemerkung 1.2 :

(1) e ist eindeutig bestimmt, denn
aus rxe=cxx=x und zxe¢ = xx =2 furallex € G folgt e=exe =¢.

(1) Das Inverse von x ist ebenfalls eindeutig bestimmt, denn

aus rzxy =y*xx =e und xxy =y xx =e folgt y=exy=(y xz)xy =
yr(ery) =y xe=y'

(3) Wegen Eigenschaft (1) (Assoziativgesetz) konnen Klammern weggelassen werden.
Beispiel 1.3 :

a) (Z,+), (@+), (R,+), (€,+)

b)  (@\{0},¢) , (R\{0},e), (C\{0},e)

sind Gruppen.

Definition 1.4 : Sei (G, ) eine Gruppe.
(1) Gilt fir alle x,y € G: xxy=y=*x, so heilt G kommutativ oder abelsch.
(2) Ist |G| (Anzahl der Elemente von G) endlich, so heifit (G, *) endliche Gruppe.

(3) Eine Teilmenge U C G heifit Untergruppe von G, wenn gilt
(a) mit z,y € U ist auch zxy € U
(b) mit z € U ist auch 27! € U.

Bemerkung 1.5 :

(1) Ist U Untergruppe von G, so gilt: e € U , denn
mit z ist auch 27! und damit e=x* 2z~ ' € U.

(2) Eine Untergruppe ist selbst eine Gruppe.

Beispiel 1.6 :
a) (Z,+) C (@+) c (R,+) C (€;+)
b) (@\{0},e) C (IR\{0},e) C (€\{0},e)



Beispiel 1.7 : Sei M # () eine Menge, G = {f : M — M , [ bijektiv},
« sei die Komposition o. Fiir f,g € G gilt (f o g)(z) = f(g(x)) fiir alle z € M.
Dann ist (G, o) eine nichtkommutative Gruppe, denn:

mit f,g € G ist auch (fog) € G (die Komposition bijektiver Abbildungen ist wieder
bijektiv),

((fog)oh)(z) = (fog)(h(z)) = fg(h(x))) = (f(goh))(x) = (folgoh))(z), z € M,
e(r) =x, v € M Identitat, denn

(eo f)(x) =e(f(x)) = f(x) und (foe)(z)= fle(z)) = f(),

das inverse Element von f ist die Umkehrabbildung f~!, denn

(fof D@ =ff @)=z, (fTof)z)=f"f(z)=2, v M,
insbesondere gilt: (fog) ! = (g 1o f~!), denn

(fog)o(g~tof H)(x)=flglg” ' (f (@) = f(fH(2) =2, z€ M.

Beispiel 1.8 : Sei M, = {A: regulére (n,n)-Matrizen} ,
x sei die Matrizenmultiplikation e, dann ist (M;m, ) eine nichtkommutative Gruppe,
denn:

jeder reguléren (n,n)-Matrix ist eindeutig eine lineare bijektive Abbildung

¢ : IR — IR™ zugeordnet, wobei der Matrizenmultiplikation die Komposition der
Abbildungen entspricht und damit nach Beispiel 1.7 die Gruppeneigenschaften erfiillt
sind.

Beispiel 1.9 : Permutationsgruppe

Sei M ={1,2,....n} , neIN,G={f: M — M, bijektiv} , o die Komposition,
dann heif3t
Sn = (G, 0) die Permutationsgruppe von M.

Bezeichnung : Sei f: M — M bijektiv mit f(i) =k; , 1 <i<n, also

f= (kl ]3 k? Ij l?) , so heilt (ki,ko,...,k,) eine Permutation von
1 K2 k3 Kg ... Kn

(1,2,...,n).  (k1,ko,...,k,) ist ein n-Tupel aus den Zahlen 1,2,... n, das keine
2 gleichen Zahlen enthélt. Offenbar ist f vollstandig durch f = (k1,ke,...,k,) be-
schrieben.

Definition 1.10 : Transposition, Fehlstand

(1) Eine Permutation, die genau 2 Zahlen vertauscht und alle iibrigen fest 148t, heif3t
Transposition.

(2) Ein Paar k;,k; mit i <j aber k; > k; heifit Fehlstand von (ky, ks, ..., ky,).

(3) Ist die Anzahl der Fehlstdnde einer Permutation gerade (bzw. ungerade), so
heifit die Permutation gerade (bzw. ungerade).

|1 falls p gerade Permutation
(4) sgn(p) = { —1 falls p ungerade Permutation
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Satz 1.11 : Eine Permutation ist genau dann ungerade, wenn bei jeder Darstellung
von p durch Transpositionen p = tytols...t,, , (¢; Transpositionen), die Anzahl m
ungerade ist.

Satz 1.12 : Die Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Menge ist n! .

Beweis: Sei 0.E. M ={1,2,...,n},

fiir 1 gibt es n Moglichkeiten, fiir 2 gibt es (n—1) Mdglichkeiten, da 1 bereits festgelegt,
fiir 3 gibt es (n — 2) Moglichkeiten, da 1,2 schon festgelegt, usw., fiir n gibt es nur
noch eine Moglichkeit.

Oder Beweis durch vollstandige Induktion:

Induktionsanfang: M = {1} = P; = 1 Moglichkeit.

n — n+1: Es gelte fiir n Elemente P, = n!, dann gilt fir M = {1,2,...,n,n+1}:
(n+ 1) kann an (n + 1) Pldtzen stehen, jedesmal gibt es fiir die iibrigen n Elemente
n! Méglichkeiten, also insgesamt P11 = (n+ 1)n! = (n+ 1)!.

Definition 1.13 : Korper

Sei K # () eine Menge, in der zwei Verkniipfungen + und e definiert sind, so daf3
(K,+) eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 und (K\{0},e) ebenfalls
eine kommutative Gruppe ist. Gilt dann noch fiir alle z,y,z € K
rze(y+z)=zey+xez (Distributivgesetzt), so heift K Korper.

Beispiel 1.14 :
(1) IR, € sind Korper.
(2) K =1{0,1} mit 0+0=0,0+1=1=14+0,1+1=0,

Jel=0=1e0,000=0, lel=1
ist ebenfalls ein Korper, in diesem Fall ein endlicher Korper.

Definition 1.15 : Ring

Sei R # () eine Menge, in der zwei Verkniipfungen + und e definiert sind, so daf3
(K,+) eine Gruppe ist und bzgl. e nur das Assoziativgesetz sowie die Distribu-
tivgesetze reo(y+z)=zey+zez und (r+y)ez=xez+yez erfillt sind, so
heifit R Ring.

Ein Ring, in dem e kommutativ ist, heiit kommutativer Ring.

Gibt es ein neutrales Element e der Multiplikation mit cex = r e e = x fiir alle
x € R, so heifit R ein Ring mit Eins.

Ein kommutativer Ring mit Eins heif3t Integritatsbereich, wenn aus rey =0 folgt
x=0 oder y=0.



Beispiel 1.16 :
(1) (Z,+,e) ist Integritatsbereich.

(2) (M, pn,+,e) ist Ring mit Eins (M, ,, (n,n)-Matrizen).

Bemerkung : Aus einem Integritdtsbereich I kann man durch Quotientenbildung
immer einen Korper konstruieren, der I enthélt, z.B. (Z,+,e) — (@, +,e) .



IT Modulare Arithmetik

Definition 2.1 : Seien z,y € Z , m € IN. x heifit kongruent y modulo m ,
in Zeichen: z = y(mod m) , wenn x—y durch m teilbar ist, also x—y =km , k € Z.

Satz 2.2 : = ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis : a) x = x(mod m) < x —x = 0 durch m teilbar

b) x = y(mod m) = x—y durch m teilbar = y—x durch m teilbar = y = z(mod m)
¢) z=y(mod m)und y = z(mod m) = = —y und y — z durch m teilbar
=x—2z=(x—vy)+ (y— 2) durch m teilbar = x = z(mod m).

Definition 2.3 : Restklasse

Sei ae Z , me IN,
[a] ={x € Z : ©=a(mod m)} heilt Restklasse von a modulo m.
a heift Reprasentant, m heifit Modul.

Beispiel 2.4 : m =5

[1] ={x : x —1 durch 5 teilbar} = {...,-9,—4,1,6,11,16,...}
={reZ : x=5l+1,leZ}

x € [1] & Divisionsrest bei Division durch 5 ist 1 , analog

x € [2] & Divisionsrest bei Division durch 5 ist 2 , usw.

Bemerkung 2.5 : Falls der Divisionsrest von x bei Division durch m gleich r

=z =r(mod m) = x € [r].

Also ist  kongruent zu einer der Zahlen 0,1,2,...,m — 1.
Es gibt also m Restklassen modulo m, da 0,1,2,...,m — 1 paarweise nicht kongruent
sind.

Bemerkung 2.6 : Es gilt [a] = [b] < m teilt a — b,

denn: z € fa|=v=a+km, keZ, ccbj=ac=b+Ilm,lecZ
=0=a—-b+(k—Im=a-b=(—-k)m.

Definition 2.7 :  Z,, = {[0],[1],...,[m — 1]}.

In Z,, definieren wir die Addition und Multiplikation folgendermafien:

[a] + o] = [a+b] , [a] -[b] =[a-0] .

Bemerkung 2.8 : Die Definition 2.7 ist sinnvoll, denn mit o’ € [a] , V' € [b] gilt
a+bvelat+d],ad- Vel

Die Definition hangt nicht von den Reprasentanten ab.



Beispiel 29: m =5

+ o [t 2] 3] [4] . o [ 2] 3] [4]
o | o O] 21 8] [4 0 | [0] [o] f[o] [0] [0]
2Bl 4 (0] R I (VR P R T e
2| 2 B 4 [0 {] 2 | o 2 4 [ 3]
Bl | Bl M [0 1] [2] Bl | O] B [ [4 [2]
4 | [ o [ 2 3] [41 | o] M B [2 {]

+ o [ 2 B [4] [] . o [t [2I 3] [4] [5]
o | [0 O] 21 8] [ [5] O] | [0] [o] fo [o] f[o] [0]
[ 2B A B[] Ay | o O] 21 8 [ [l
21 | [ B [ [ [ [ 21 | (o] 2] [4 [0] [2] [4]
Bl | B M B [0 O] [2] Bl | [o] (3 o] [3] [o] [3]
4 | 1 Bl o 1) 2] [3] 4] | [o] [ [21 [0] [4 [2]
B Bl [ 2] B[4 Bl | (o] 5] (4 B 2 [

Aus den Tabellen erkennt man:
Z> ist nullteilerfrei , Zs ist nicht nullteilerfrei, z.B. [3] - [4] = [0].

Da Addition und Multiplikation in Z,, auf die Addition und Multiplikation in Z
zuriickgefiihrt sind und Z ein Ring ist, ist plausibel:

Satz 2.11 : Firm € IN ist Z,, ein Ring, der Restklassenring, mit dem Nullelement
[0] und dem Einselement [1].



Bemerkung 2.12 : Gilt m=p-q, p,q € IN\{1}, so folgt
[pllg] = [pg] = [m] = [0] , d.h. [p] hat kein multiplikatives Inverses [y] in Z,,, da

sonst [q] = [1][q] = [y][p]la] = [0].

Satz 2.13 : Sei m € IN und [a] € Z,,,. Dann gilt:

[a] hat ein inverses Element bzgl. der Multiplikation in Z,, < a und m sind
teilerfremd.

Beweis :

" =7 Sella] € Z,, und es gebe [d'] € Z,, mit [a][d'] = [1] = ad =km+1, ke Z.
Sei weiter t Teiler von a und Teiler von m, also a = st,m =rt , s,r € Z =

1 =aa’ — km = sta’ — krt = t(sa’ — kr), also ist ¢t auch Teiler von 1, somit a und m
teilerfremd.

7 &< 7: Seien a und m teilerfremd. Dann gibt es a’,m’ € Z mit

1 = ad + mm’ (Beweis: Beutelspacher, S.69 ff). a’,m' konnen mit Hilfe des Euk-
lidischen Algorithmus konstruiert werden (Beispiel spéter).

Also gilt: aa’ = (—m/)m + 1 = [a][d’] = [1].

Beispiel 2.14 : Euklidischer Algorithmus

Gegeben seien zwei natiirliche Zahlen a und b, gesucht ist der grofite gemeinsame
Teiler von a und b (gg7T'(a,b)).

Beispiel: a=32, b=177

7T7T=2-32+13
32=2-134+6
13=2-6+1
6=6-1+0

Dann gilt: g¢T'(77,32) = ggT'(32,13) = g¢9T(13,6) = g¢T'(6,1) = 1.

Fangt man mit der vorletzten Gleichung an und benutzt immer die vorherige Gle-
ichung, so erhalt man:

1=13-2-6=13-2(32—-2-13) = (—2)32+5-13 = (—2) - 32 + 5(77 — 2 - 32)
=577+ (—12) - 32.
Also gilt mit o/ = —12und ¥ =5 = 1=d'-324+b - 77.

Definition 2.15 : Sei m € IN
Z), ={la] € Z,, : es existiert [d'| € Z,, mit [a][a’] = [1]}.

Bemerkung : Z enthilt die Restklassen [a] von Z,, mit g¢gT(a,m) = 1.



Beispiel 2.16 :

a) Zg=A{[1,Bl}y . 25 ={[],[2],3], [4]}-
b) Da sowohl 1 als auch m — 1 teilerfremd zu m, folgt {[1], [m — 1]} C Z,.

c) Ist p eine Primzahl, so sind die gg7'(a,p) =1 fir alle 1 <a < p — 1, also
Zy=A{[1],12],...,[p— 1]}, also Z; = Z,\{[0]} , falls p Primzahl.

Da fiir p Primzahl Z eine kommutative Gruppe ist, folgt:

Satz 2.17 : Ist p eine Primzahl, so ist Z, ein (endlicher) Kérper (mit p Elementen).



IIT Boolesche Algebra

Die Boolesche Algebra ist die Grundlage fiir den Entwurf von Schaltungen. Es ist die
7 Algebra der Logik” (George Boole, 1815-1864).

Genau zwei Zustande sind moglich:

"wahr” = 7Strom flieit” = 1

"falsch” = 7”Strom fliet nicht” = 0.
3.1 Grundlegende Operationen und Gesetze

Definition 3.1 : Sei B = {0, 1}.
(1) Die Konjunktion A (Und-Verkniipfung) ist die Abbildung von B x B — B mit
a/\b:{l fallsa=b=1

0 sonst
(2) Die Disjunktion V (Oder-Verkniipfung) ist die Abbildung von B x B — B mit
a\/b:{l fallsa=1 oder b=1

0 fallsa=b=0
(3) Die Negation — ist die Abbildung von B — B mit
—|a:{1 falls a =0

0 fallsa=1

Diese Verkniipfungen lassen sich durch Verkniipfungs- oder Wahrheitstabellen dar-
stellen:

Binare Operationen

A 0 1 V 0 1 a —a
0 0 0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0

Statt A ist auch * oder N oder x oder e ,
statt V ist auch + oder U oder & |,
statt —a ist auch @ gebrauchlich.

Mit diesen Operationen kénnen auch kompliziertere Boolesche Ausdriicke zusam-
mengesetzt werden. Dabei ist die Prioritat zu beachten:
Ohne Klammern kommt — vor A und A kommt vor V, z.B.

“0VIAO=(-0)V(1A0)=1V0=1.
Bei der Auswertung Boolescher Ausdriicke sind die folgenden Rechenregeln wichtig:

9



Satz 3.2 : Fiir alle x,y,z € B ={0,1} gilt

(1) zAy=yAzx und zVy=yVze (Kommutativgesetze)

(2) zA(yAz)=(xAy)Az und zV(yVz)=(xVy)Vz (Assoziativgesetze)
(3) zV(yAz) = (xVy)A(zVz) und xA(yVz) = (xAy)V(xAz) (Distributivgesetze)
(4 1ANz=z, OVz=x (Existenz neutraler Elemente)

(5) xA-xz=0, xV-xz=1

)
)
)
)

Der Beweis kann mit Hilfe von Wahrheitstabellen erfolgen, indem auf beiden Seiten
der Gleichung jeweils alle moglichen Wertekombinationen fiir x,y, z eingesetzt und
verglichen werden, z.B. (3): mit A=zV(yAz) und B=(zVy)A(zxVz) gilt:

x Y z YNz xVy TV z A B
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Wie man sofort erkennt, geht der zweite Teil einer jeden Aussage in Satz 3.2 aus der
ersten hervor, indem man A durch V sowie 1 durch 0 ersetzt. Damit erhalt man
auch in jeder Folgerung aus Satz 3.2 durch diese Vertauschungen ”wahre Aussagen”.

Folgerung: (Dualititsprinzip)
Jede Aussage, die aus Satz 3.2 folgt, bleibt giiltig, wenn A und V sowie 1 wund
0 tberall gleichzeitig vertauscht werden.

Mit Hilfe dieses Prinzips oder mit Hilfe von Wahrheitstabellen folgt

Satz 3.3 : Fir 2,y € B ={0,1} gilt

(1) zA(xVy)=2 und zV(rxAy)=2x (Absorptionsgesetze)
(2)

(3) —(—z) ==z (Involutionsgesetz)
(4)

zrVr=xz und zAz=2z (Idempotenzgesetze)

“(zAy)=-axV-y und —(zVy)=-axA-y (deMorgans Gesetze).
Beweis : von z.B. (1):
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zAN(xzVy)=(@VO)A(xVy) =2V (0Ay)=2zV0==x,da
0Ny=(0AyY)VO=(yAO)VO=(yA0)V(yA-y)=yAOV-y)=yA-y=0.
Mit Hilfe des Dualitdtsprinzips gilt dann auch zV (z Ay) = x.

3.2 Boolesche Funktionen

Definition 3.4 : Sei B = {0,1}. Eine Abbildung f : B™ — B heifit n-stellige
Boolesche Funktion.

Bemerkung 3.5 :

(1) Eine n-stellige Boolesche Funktion ordnet jedem Z = (z1,z2,...,2,)7
mit z; € {0,1} ein f(z1,22,...,2,) € {0,1} zu.

(2) Eine Boolesche Funktion kann als Schaltung interpretiert werden, die einer Ein-
gabe von n Werten einen Ausgabewert zuordnet.

(3) Boolesche Funktionen kénnen durch Wertetabellen oder durch Boolesche Aus-
driicke dargestellt werden.

(4) Da B™ genau 2" Elemente enthélt und eine n-stellige Boolesche Funktion durch
Festlegung des Bildes von jedem dieser 2" Elemente gegeben ist, wobei als Bild
nur jeweils 0 oder 1, also 2 Moglichkeiten, moglich sind, gibt es 22" n-stellige
Boolesche Funktionen.

Beispiel 3.6 : n = 1: Es gibt 4 einstellige Boolesche Funktionen f1, fs, f3, f4 mit
folgender Wertetabelle:

T f1 fo /3 fa
0 0 1 0 1

1 0 1 1 0

Offenbar gilt: fi(z) =0, fo(x) =1, f3(x) =2, fi(z)=—z.

Beispiel 3.7: n=2

Auch hier lassen sich alle 16 zweistelligen Booleschen Funktionen mit Hilfe einer
Wertetabelle angeben.

Bekannt sind bereits: f(z,y) =z Ay und g(x,y)=xzVy.

Definition 3.8 : Die zweistellige Boolesche Funktion
(1) NOR(z,y) = =(zVy) heiBt NOR-Verkniipfung
(1) NAND(z,y) = =(x Ay) heiit NAND-Verkniipfung.
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Wertetabelle:

x Y NOR(z,y) NAND(z,y)
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 0 0

Problem: Gegeben sei eine Boolesche Funktion durch eine Wertetabelle. Gesucht
ist ein moglichst einfacher Boolescher Ausdruck fiir diese Funktion.

Definition 3.9 : Disjunktive-, Konjunktive Normalform

(1) Eine Vollkonjunktion ist ein Boolescher Ausdruck, in dem alle Variablen genau
einmal vorkommen und durch A (mit evt. =) verbunden sind.
Ein Ausdruck ist in disjunktiver Normalform, wenn er aus durch V verbun-
denen Vollkonjunktionen besteht.

(2) Volldisjunktion analog mit V .
Eine konjunktive Normalform besteht aus durch A verbundene Volldisjunk-
tionen.

Konstruktion der disjunktiven Normalform aus der Wertetabelle von f

(1) Bestimme alle Zeilen, die f =1 liefern
(2) Stelle fiir diese Zeilen jeweils die Vollkonjunktion auf
(3) Verkniipfe diese Vollkonjunktionen durch V .

Beispiel 3.10 :

x Y z f Vollkonjunktion
0 0 0

0 0 1 1 Tz Ay Nz
0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1 TNy Nz

1 0 1 1 TN YNz

1 1 0 1 TNy Nz

1 1 1 1 TANYNz

12



Daraus ergibt sich die disjunktive Normalform:
flx,y,z) =(x A-yAz)V(eA-yA-2z)V(@eA-yAz)V(@cAyA-z)V(TAYyAz2).

Konstruktion der konjunktiven Normalform aus der Wertetabelle von f

(1) Bestimme alle Zeilen, die f =0 liefern
(2) Stelle fiir diese Zeilen jeweils die Volldisjunktion auf
(3) Verkniipfe diese Volldisjunktionen durch A .

Beispiel 3.11 :

x Y z f Volldisjunktion
0 0 0 1

0 0 1 0 zVyV -z

0 1 0 0 xV-yVz

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0 -z V oy Vo oz

Daraus ergibt sich die konjunktive Normalform:
flz,y,z) =(xVyV-z)A(xV-yVz)A(—xV-oyV-az).

Die disjunktive Normalform ist sinnvoll, wenn die Wertetabelle wenige Zeilen mit
f =1, die konjunktive, falls sie wenige Zeilen mit f = 0 enthélt.

Insbesondere zur Anwendung auf Schaltungen ist die Vereinfachung Boolescher Funk-
tionen wichtig.

KV-Schema

Die Idee des Verfahrens von Karnaugh und Veitch besteht darin, die disjunktive
Normalform systematisch mit dem Ziel umzuformen, dafl moglichst viele Ausdriicke
der Form z V —x entstehen, die immer den Wert 1 haben und damit weggelassen
werden konnen.
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Zu diesem Zweck wird die disjunktive Normalform der vorliegenden n-stelligen Boo-
leschen Funktion in einem KV-Schema, d.h. in einem Rechteck aus 2" Feldern,
wobei jedes Feld einer moglichen Vollkonjunktion entspricht, dargestellt.

s z
-z -y
T T T -y
Y z Y
n=2 " n=3 - i
n=4
-z z z -z
-z -y
T Y
z Y
-z Y
w w —w —w

Fiir jede tatsachliche Vollkonjunktion erhalt das entsprechende Feld eine 1.

Bei benachbarten Feldern mit Einsen konnen in den entsprechenden Ausdriicken die
Variablen, die negiert und nicht negiert auftreten, gestrichen werden (da =V —x = 1),
wobei auch gegeniiberliegende Randfelder benachbart sind.
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Beispiel 3.12 : Sei die 3-stellige Boolesche Funktion gegeben durch

x Y z f Vollkonjunktion
0 0 0 1 - Ay Nz
0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1 T AYANz

1 0 1 TNy Nz

1 1 0 1 T ANYN -z

Daraus ergibt sich die disjunktive Normalform:
flx,y,z) =(rz A-yA-z)V(cz AyAz) V(e Ay A-z)V(z Ay A -z).

KV-Schema
b ¥ A
X m Yy
x >®\ ay
X 1 ¥y

Die oberen beiden Einsen und die mittleren beiden Einsen kénnen zusammengefaf3t
werden, dann erhalt man:

flx,y,z) = ((mz A—yA=2)V(zA-yA=2))V({(zA-yA—2)V(zAyA—z))V(-z Ay Az)
=(yA-z)V(eA-z)V(-z Ay A z).

Dieses Ergebnis kann sofort aus dem KV-Schema abgelesen werden.

15



3.3 Logische Schaltungen

FEine logische Schaltungen ist die physikalische Realisierung einer Booleschen Funktion.
Dabei werden die Operationen durch elektronische Bauteile (Gatter) verwirklicht.

Bezeichnung 3.13 :

i VAN ek Y00 \/ — XVvy X 1 O_—n(

AND-Gatter OR-Gatter NOT-Gatter

/\ O— T EAY) X \/ O_ A (xVY)

Y —

NAND-Gatter NOR-Gatter

Es gilt:

xANy=(xAy)V0=-(=(xAy) A1) =NANDNAND(z,y),1)
zVy=(xA1)V(yAl)==(-(xA1)A=(yA1l) = NAND(NAND(z,1),NAND(y,1))
-z =-(x A1) =NAND(z,1) .

Somit kénnen Konjunktion, Disjunktion und Negation allein durch NAND ausge-
driickt werden.

Weiter gilt:

xANy=(xVO)A(yV0)=-(=(zVv0)V-(yVv0)=NORNOR(z,0), NOR(y,0))
zVy=(xVy ANl==(=(zVy) Vv0)=NORNOR(z,y),0)

-z = —=(z V0) =NOR(z,0) .

Somit kénnen Konjunktion, Disjunktion und Negation auch allein durch NOR aus-
gedriickt werden.

16



Zur Anwendung der Booleschen Algebra auf Schaltungsprobleme soll nun untersucht
werden wie

1) zu einer Schaltung eine dquivalente Boolesche Funktion konstruiert werden kann
und

2) aus einer Wertetabelle einer Booleschen Funktion die entsprechende Schaltung zu
realisieren ist.

Zu 1) Die Gatter der Schaltung werden als entsprechende Boolesche Ausdriicke
dargestellt.

Zu 2)  Aus der Wertetabelle kann eine Normalform hergeleitet werden, in der -
evt. nach Vereinfachung - die bindren Operationen durch die entsprechenden Gatter
darzustellen sind.

Weiter konnen auch Schalterkombinationen mit Hilfe Boolescher Funktionen dar-
gestellt werden.

Beispiel 3.14 : Gesucht ist eine Schaltung mit drei Eingéngen a, b, ¢, an deren Aus-

gang genau dann der Zustand 1 eintritt, wenn Eingang a = 1 und
(b =1 oder ¢ = 1) gelten.

1) Wertetabelle der Booleschen Funktion f(a,b,c)

x Y z f Vollkonjunktion
0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 0

1 0 1 1 a/\—bAc

1 1 0 1 aNbA—c

1 1 1 1 aNbAc

2) Disjunktive Normalform

fla,b,c) =(aN=bAc)V(aNbA=c)V (aANDAc)

17



3) KV-Schema

a3 =b

agy b

u b

Also gilt:  f(a,b,c) =(aAb)V(aNc)=aAN(bVc)

4)  Schaltung

b —]|

Beispiel 3.15 : Gegeben seien K; , i = 1, 2,3 mit den Schaltmdglichkeiten

Zustand 1 Zustand 0

Man bestimme fiir die Schaltungen

a)

Lampe

‘Wechselschaltung

18



Kreuzschaltung

die Boolesche Funktion.

a) Wertetabelle der Booleschen Funktion f(a,b)

a b f Vollkonjunktion
0 0 1 —a A —b

0 1 0

1 0 0

1 1 1 alb

Disjunktive Normalform

fla,b) = (aADb)V (—a A —b)

KV-Schema
a —a
b 1
—b 1

Keine Vereinfachung moglich.
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b) Wertetabelle der Booleschen Funktion f(a, b, c)

x Y z f Vollkonjunktion
0 0 0

0 0 1 1 —a /N -bAc

0 1 0 1 —a ANb AN —c

0 1 1 0

1 0 0 1 a/\—bA—c

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1 aNbANc

Disjunktive Normalform

fla,b,c) =(maAN=bAc)V(maNbA=c)V (aAN=bA=c)V(aANbAc)

KV-Schema
-c c
—a 1 —b
a 1 —b
a 1 b
—a 1 b

Keine Vereinfachung moglich.
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IV Graphentheorie
4.1 Ungerichtete Graphen

4.1.1 Grundbegriffe

Definition 4.1 : Ein (ungerichteter) Graph G(E, K) besteht aus Ecken e € E (F
Eckenmenge) und Kanten k € K (K Kantenmenge). Jede Kante verbindet genau
2 Ecken (nicht notwendig verschieden). 2 Ecken kénnen durch keine, eine oder mehr
als eine Kante verbunden sein.

Bezeichnung 4.2 : Eckenmenge F = {e1,ea,...,€} ,

Kantenmenge K = {ky, ka,..., k.}.

Verbindet die Kante k& die Ecken e; und e;41, so schreiben wir k = (e;, e;41).
Eine Kante k heit Schlinge, falls k = (e, e).

Fiir k = (e1, e2) heiflen die Ecken e, e5 benachbart oder adjazent.

k,l € K heiflen inzident, falls eine Ecke e € E existiert mit e € k und e € [.

Beispiel 4.3 :

a) Elektrische Netzwerke: — Ecken sind die elektrischen Objekte, Kanten die Ver-
bindungen.

b) Straflennetze: Ecken sind die Kreuzungen, Kanten die Strafien.

Beispiel 4.4 :

kl - (61562) ) k2 - (62,63) ) k3 - (63764) ) k4 - <€4;€5) ) k5 - (64,62) ) k6 - (64764) )
eg ist isolierte Ecke, kg ist eine Schlinge, eq,es sind adjazent, ki, ks sind inzident.
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Definition 4.5 : Sei G(E,K) ein Graph, ¢; € E | k; € K furi = 1,2,...,1 4+ 1
(jeweils nicht notwendig verschieden).

(1)

(11)

(12)

{k1, ko, ..., ki } heift Kantenzug, der e; mit e;41 verbindet, falls

ki = <€iae’i+l) ’ 1<i< L.

Ein Weg ist ein Kantenzug mit lauter verschiedenen Ecken; die Lange des Weges
ist die Anzahl seiner Kanten.

Ein Kantenzug heifit geschlossen, wenn e; = ¢e;4.
Ein geschlossener Weg heifit Kreis.

e € F heifit erreichbar von f € FE, falls es einen Weg zwischen e und f gibt.

G(E, K) heifit zusammenhingend, wenn je zwei Ecken durch einen Kantenzug
verbunden werden konnen.

Der Eckengrad d(e) einer Ecke e € E ist die Anzahl der dort beginnenden
Kanten. Fiir d(e) = 0 ist e isoliert.

G'(E', K') heifit Untergraph von G(E,K), falls E' C E, K' C K.

Enthélt K’ alle Kanten k € K zwischen den Ecken e € E’, die auch in G vorkom-
men, so heifit G’ induzierter Untergraph von G.

Ein maximal zusammenhéangender Untergraph von G(FE, K) heifit Komponente
von G.

k € K heifit Briicke, wenn die Entfernung von k die Anzahl der Komponenten
erhoht.

Die Graphen G;(FEq, K1) und Go(Fs, K3) heiflen gleich, wenn E; = FE; und
K; = K, wobei die Relationen zwischen Ecken und Kanten iibereinstimmen
miissen.

G1(FE1, K1) ~ Ga(FE3, K3) heiflen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung
¢ : By — FE5 gibt, so daB fiir alle u,v € E; die Anzahl der Kanten zwischen u
und v in G gleich der zwischen ¢(u) und ¢(v) in Gy ist.

G(E, K) heifit schlicht, wenn G keine Schlingen und keine Mehrfachkanten ent-
halt

Bemerkung 4.6 :

(1)
(2)
(3)

G(E, K) zusammenhéngend < G(F, K) hat genau eine Komponente.
k € K Briicke <k ist in keinem Kreis von G(E, K).

G1 ~ Gy & (G4 geht aus G; durch Umnummerierung hervor.
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Beispiel 4.7 :

€2 €3
nicht zusammenhéangend, 2 Komponenten
d(e1) =d(e;) =1 ,d(e2) = d(es) =3,
d(es) =2, d(eg) = 0 (isolierte Ecke)
@ .
eg (e2,€3), (e3,€4), (e4,e1) Kreis
e (e4, e5) Briicke
e
35 4

Beispiel 4.8 :

€3

eg ey
zusammenhangend
d(e1) =d(es) =3 ,d(e2) =d(es) =4,
d(eg) =2
(61782)7(62763)7(63764)7(64765)7(65761> Kreis
keine Briicke

El 95

Beispiel 4.9 :

nicht zusammenhangend
3 Komponenten

Beispiel 4.10 : Die folgenden beiden Graphen sind isomorph

2 3 & €y

v ' N

El 92 93
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Definition 4.11 : Ein Graph heifit vollstandig, wenn jede Ecke mit jeder anderen
Ecke durch genau eine Kante verbunden ist. Ein vollstandiger Graph mit n Ecken wird
mit K, bezeichnet. K, ist zusammenhéingend und fiir jede Ecke ist der Eckengrad
d(e) =n—1.

] By

Ky K5

Bezeichnung 4.12 : Sei G(F, K) ein Graph.

(1) Ist k € K und K; C K, sosei G\k =G(FE,K\{k}), G\K1 = G(E, K\K3).

(2) Ist e € Eund Ey C E,sosei G\e=G(E\{e},K), G\F; =G(E\E1, K).

(3) Fire, f € E sei G¢f der Graph, der aus G durch Fusion von e mit f entsteht, d.h.

durch Identifizierung von e mit f zu einer Ecke é, die zu allen Kanten inzident
ist, wie vorher e und f. Analog fir F1 C E: Gg,.

(4) Fir & = (e, f) € K sei G;, der Graph, der aus G durch Kontraktion von k
entsteht, d.h. durch Entfernung von £ mit anschliefender Fusion von e mit f.

Bemerkung : Offenbar gilt: G(FE, K) zusammenhéngend < G geht durch eine
Folge von Kontraktionen in einen Graphen mit genau einer Ecke iiber.

Definition 4.13 : Bipartite Graphen

G(FE, K) heifit bipartit, wenn F = E; U Ey , Ey N Ey = (), so dafl jede Kante k € K
genau eine Endecke in F; und Fs hat.

G(E, K) heiit vollstidndig bipartit, wenn G bipartit ist und zusétzlich jede Ecke
von F; mit jeder Ecke von E5 durch genau eine Kante verbunden ist.
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Fiir |[E1] = m , |Es| = n bezeichnen wir den vollstandigen bipartiten Graphen
mit K,

Beispiel 4.14 :

> /V\

bipartiter Graph, ohne Briicke bipartiter Graph, jede Kante ist Briicke

Beispiel 4.15 :

> XA

vollstandig bipartiter Graph Ks o vollstandig bipartiter Graph K 3

Satz 4.16 : Sei G(E, K) ein Graph. Dann gilt
> d(e) =2|K]| .

eelR

Beweis : Es gilt Z d(e) = Anzahl der Endecken aller Kanten = 2|K|, da jede Kante

ecE
2 Endecken hat, so dafl jede Kante zwei mal gezahlt wird.

Bemerkung 4.17 :
(1) Fir G(E,K) =K, ¢gilt: |E|l=n, |K|= (g)
(2) Fir G(E,K) =K, gilt: |E|=m+n, |K|=mn.

Beweis : Per Induktion.

Satz 4.18 : Jeder Graph hat eine gerade Anzahl von Ecken ungeraden Grades.
Beweis : Sei E = E,UE, mit E, ={e € E : d(e) gerade} ,

E,={e€ E : d(e) ungerade}. Dann folgt aus Satz 4.16:

2|K| = Z d(e) = Z d(e) + Z d(e) = Z d(e) gerade = Behauptung, da d(e)

ecE eckEy eckE, eckE,
ungerade fiir e € E,,.
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Definition 4.19 : Ein Geriist eines Graphen G(F, K) ist ein zusammenhéngender
kreisfreier Untergraph von G, der alle Ecken aus F enthalt.

Bemerkung 4.20 :

(1) Ein Gertist ist also ein Untergraph von G, der die kleinste Teilmenge von K
enthélt, so dafl noch Zusammenhang besteht und wo alle Ecken aus E vorkommen,

also ist ein Gertist ein minimal zusammenhdngender Untergraph von G mit allen
Ecken aus FE.

(2) Ist G nicht zusammenhéngend, so besitzt G kein Gertist.

Satz 4.21 : Ein Graph G(E, K) mit |E| > 2 ist genau dann bipartit, wenn alle
Kreise in G gerade Léange haben.

Beweis : Sei G(F, K) o.E. zusammenhéngend (sonst die einzelnen Komponenten un-
tersuchen).

”=": Sei G bipartit, E = SUT , SNT = (). Dann verlauft jeder Kreis abwechselnd
zwischen Ecken aus S und 7', muf also gerade Léange haben.

7<": Seien alle Kreise in G von gerader Lange, u € E eine beliebige Ecke. Fiirv € F
sei v € S, falls d(u,v) gerade , und v € T, falls d(u,v) ungerade (d(u,v) Weglinge
von u nach v).
= u € S (da d(u,u) = 0 gerade) und SNT = (.
Annahme: Zu v,w € T gibt es k € K mit k = (v,w), also v, w benachbart.
Nun gilt d(u,v) < d(u,w) + d(v,w), also d(u,v) — d(u,w) < d(v,w) <1
und  d(u,w) < d(u,v) + d(v,w), also d(u,w) — d(u,v) < d(v,w) < 1.
Somit gilt |d(u,v) — d(u, w)| < 1.
Da d(u,v) , d(u,w) ungerade = d(u,v) — d(u,w) gerade, also d(u,v) = d(u,w).
Sei W ein Weg von u nach v der Lange d(u,v) , W’ ein Weg von u nach w der Lénge
d(u,w) und z die letzte gemeinsame Ecke auf W und W’. Dann gilt
d(u,v) = d(u, z) + d(z,v) (auf W)
=d(u,w) = d(u, z) + d(z,w) (auf W’)
= d(z,v) = d(z,w) und der Kreis W (z,v)(v,w), W'(w,z) hat die Lénge
d(z,v) + d(v,w) + d(w, z) = 2d(z,v) + 1, also ungerade = Widerspruch.
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4.1.2 Darstellung von Graphen durch Matrizen
Aufer zeichnerisch werden Graphen auch mit Hilfe von Matrizen dargestellt.
Sei G(F, K) ein Graph mit E = {ey,ea,...,en} , K ={ki,ka,... . kn}.

Definition 4.22 :

(1) Die Matrix A = (ai j)i<i<ni<j<n mit a; ; = Anzahl der Kanten
zwischen e; und e; heifit Adjazenzmatrix von G.

I i

b — { 1 falls Ecke ¢ und Kante j inzident
“J 0 sonst
heif3t Inzidenzmatrix von G.

Il i

b d(e) fallsi=yj
"0 falls i # j

heiit Gradmatrix von G.

Bemerkung 4.23 :

(1) A ist symmetrisch.

(2) Hat G keine Schlingen, so gilt: a;; = 0.

(3) Hat G keine Mehrfachkanten, so gilt: a; ; = 0 oder a; ; = 1.

(4) Gilt fiir die Graphen G und H: A(G) = A(H), so gilt auch G = H.
(5)

5) Durch Umnummerierung der Ecken von G éndert sich i.a. A(G).

Satz 4.24 : Sei G ein Graph ohne Schlingen, dann folgt:
BBT =A+C.

I e

Da MT = (BBT)T = (BT)TBT = BBT = M, ist M symmetrisch.
Mit BT = (gi,j)lgigm,lgjgn und gi,j = ijl' s 1 S 7 S m, 1 S] S n fOlgt

m
mij = E b by
r=1

Fir ¢ # jist b; b, =1 & e; € k., e; € k., d.h. wenn e;,e; adjazent, wobei
in der Summe soviele Einsen auftauchen wie Kanten zwischen e; und e; sind, also

Mij = ij -

Fir ¢ = j ist b; »b;, = bir =1< e € k., dh. wenn e; und k, inzident, wobei in
der Summe wieder soviele Einsen auftauchen wie Kanten mit e; inzident sind, also

mg g = d(e)
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Satz 4.25 : Sei G ein Graph ohne Schlingen, A seine Adjazenzmatrix, A* fiir k € IN
ihre k-te Potenz, A* = (az(?hggn@gjgn-
(k)

Dann gibt a, ; fir k € IV die Anzahl der Kantenziige der Lénge k von e; nach e; an.

Beweis : Vollstandige Indunktion iiber k
k =1: Definition von A

n
2 .
k=2 ag’j) = Zai,rar,j , (1<14,5<n),
r=1
a;rar; 7 0 < es gibt eine Kante von e; nach e, und eine von e, nach e;

& es gibt einen Kantenzug der Lange 2 von e; nach e; iiber e,.
Wenn in diesem Fall p Kanten von e; nach e, und ¢ Kanten von e, nach e; fiithren,

so gibt es pg Kantenziige der Lange 2 von e; nach e; iiber e,. Somit ist afj) die
Gesamtzahl aller Kantenziige der Lénge 2 von e; nach e;.
(Induktionsschluf} analog)

Satz 4.26 : (Kirchhoff) Sei G(FE, K) ein Graph ohne Schlingen, A seine Adjazenz-
matrix und C seine Gradmatrix. Weiter sei L = C' — A (Admittanzmatrix), e; € F
eine beliebige Ecke und L; die Matrix, die aus L durch Streichen von Zeile und Spalte
1 entsteht.

Dann ist die Anzahl der Gertiste dieses Graphen gegeben durch
t(G) = det Lz

Beweis : siehe Literatur, z.B. Sachs: Einfithrung in die Theorie der endlichen Graphen,
Leipzig 1970.

Beispiel 4.27 :

92 k2 93
G ist ein Kreis
K, ky Gertist durch Entfernung genau einer Kante
= t(G) =14
e ky €4
0 1 0 1 1 0 0 1 2 0 00
1 01 0 110 0 0 2 0 0
A_0101’B_0110’C_0020
1 01 0 0 0 1 1 0 0 0 2
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2 1 0 1 2 -1 0 -1
1210} o o a1 2 -1 0
A+C_0121 BBT | L=C-A= 0 1 9 1
1 01 2 -1 0 -1 2
det L; =4 fur allei=1,2,3,4.
Beispiel 4.28 :
0 2 1 1 1100 01 1 0
2 0 1 1 1 1100 0 0 1
A<1102’Boo111010
1 1 2 0 000 1110 1
4 0 0 0 4 2 1 1
[0 4 0 0 I S U W [
C<0040 » A+C=1, | 4 5| =8B
0 0 0 4 1 1 2 4
4 -2 -1 -1
2 4 -1 -1
LCA(1142
-1 -1 -2 4
0 2 1 1 0 2 1 1 6 2 4 4
g 2011 2 0 1 1| [2 6 4 4
111 0 2 1 1.0 2] |14 4 6 2
11 20 11 20 4 4 2 6

Also existieren z.B. 6 Kantenziige der Lang 2 von e; nach e; oder 2 Kantenziige der
Léng 2 von e; nach e, oder 4 Kantenziige der Lang 2 von e; nach eg.

4 -1 -1 4 —1 -1 4 -2 —1
detLi =|-1 4 -2|=|-1 4 =2|=|-1 2 -2|=6(8-2)=26%=36.
-1 -2 4 0 -6 6 0 0 6

Also existieren 36 Gertste.
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4.1.3 Eulersche Graphen

Definition 4.29 : Sei G(E, K) ein Graph mit |K| = r.
(1) Eine Kantenfolge {k1, k2, ..., k,} mit k; inzident zu k1 , 1 <i <r—1, die jede
Kante aus K genau ein Mal enthélt, heilt offener Euler-Zug, wenn Anfangs-

und Endecke verschieden, und (geschlossener) Euler-Zug, wenn Anfangsecke
gleich Endecke ist.

(2) G(E, K) heiit eulersch, wenn G einen geschlossenen Euler-Zug enthiélt.

Satz 4.30 : Sei G(F, K) ein zusammenhéngender Graph, K # ().
G ist genau dann eulersch, wenn jede Ecke geraden Grad hat (wobei Schlingen doppelt
zu zéhlen sind).

Beweis :

=" Sei G eulersch und Z ein Euler-Zug, e € Z beliebige Ecke, wobei Z diese Ecke e
l-mal durchquere. Bei jeder Durchquerung von Z durch e werden 2 Kanten benotigt,
also d(e) > 2l. Da weiter jede Kante aus Z genau ein Mal auftritt, gilt d(e) < 2I, also
insgesamt d(e) = 2I, also gerade.

7<”  Sei d(e) gerade fiir alle e € E.
Vollsténdige Induktion iiber |K]:

Induktionsanfang;:

|K| = 1= G nicht eulersch, da Eckengrade gleich 1.

|K| =2 = G eulersch, falls Eckengrade gerade, denn dann ist G ein Kreis.
Induktionsschritt:

Da G zusammenhéangend ist und jede Ecke geraden Grad hat, hat jede Ecke mindestens
den Grad 2, also gibt es einen Kreis in G (da man - wegen Eckengrad > 2 - jede Ecke,
an der man ankommt auch wieder verlassen kann). Sei C' ein Kreis in G mit maximaler
Lénge, dann behaupten wir, daf§ dieser Kreis ein (geschlossener) Euler-Zug ist.
Annahme: (' ist kein Euler-Zug. Dann entfernen wir die Kanten von C von G.
Ubrig bleibt ein Graph G’ (nicht notwendig zusammenhéngend), in dem jede Ecke
geraden Grad hat (evt. 0). Nach Induktionsannahme gébe es dann in einer Zusam-
menhangskomponente von G’ einen Euler-Zug. Vereinigen wir diesen Euler-Zug mit
C, so erhalten wir einen Kreis, der langer als C' ist. Das ist ein Widerspruch zur
Maximalitat von C'.
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Beispiel 4.31 : Konigsberger Briickenproblem

Gibt es einen Spaziergang, bei dem jede Briicke genau ein Mal iiberquert wird, und
der am Ausgangspunkt endet?

Dieses Problem kann mit Hilfe von Graphentheorie gelost werden. Man erhélt den
folgenden zugehorigen Graphen. Die Frage lautet: ist dieser Graph eulersch?

€3

e
2 ey

€1

G ist zusammenhéngend, aber fiir die Eckengrade gilt:

d(e1) = d(es) = d(eq) =3, d(ez) =5, also sind nicht alle Eckengrade gerade, also ist
G nicht eulersch.

Das Konigsberger Briickenproblem ist also nicht 16sbar. (Euler hat diese Frage schon
1736 beantwortet.)

Konstruktion eines Euler-Zuges, Algorithmus von Hierholzer

1. Beginne bei einer beliebigen Ecke.

2. Gehe tiber "freie” Kante zu einer benachbarten Ecke.

3. Fiihre Schritt 2. aus, solange noch ”freie” Kanten vorhanden.
Da d(e) gerade, kommt man immer wieder weiter.

4. Ist man wieder bei der Ausgangsecke angekommen, so erhalt man einen ge-
schlossenen Euler-Teil-Zug (Kreis).

5. Sind noch "freie” Kanten iibrig, so beginne bei einer Ecke eines schon erzeugten
Euler-Teil-Zuges und fahre fort bei 2.
Da d(e) gerade, kann man bei dieser Ausgangsecke wieder zuriickkommen.
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&

Fahre bei 5. fort, falls noch ”freie” Kanten iibrig.

7. Auf diese Weise erhélt man endlich viele Euler-Teil-Ziige (Kreise), die alle Kanten
von G genau ein Mal enthalten.

8. Den gesamten Euler-Zug erhalt man, indem man diese Kreise folgendermafien

zusammensetzt:

Gesamter Euler-Zug

1. Beginne beim ersten Kreis.

2. Falls man auf einen neuen Kreis stof3t, wechsle auf diesen neuen Kreis. Falls man
auf einen Kreis stof3t, auf dem man schon mal war, darf nicht gewechselt werden.

3. Ist man bei einem Kreis wieder an der Anfangsecke angelangt, so wechsle auf den
nachsten Kreis.

Auf diese Weise erhélt man einen Euler-Zug.

Beispiel 4.32 :

10

Wl 9
.

]

1 4 \./

8

Y —

Bilde folgende Kreise:
1-2—-3—-4—-1, 3-7T—-6—-5—-1—-3, 7T—10-9—-8—-7

Setzte diese Kreise zu einem Euler-Zug zusammen:

1-2-3—-7—-10—-9—-8—-7—-6—-5—-1—-3—-4—1
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Beispiel 4.33 :

Bilde folgende Kreise:
1-5—-4—-2—-1, 5—-3—-2—-6—-5, 3—-1—-6—-4—3

Setzte diese Kreise zu einem Euler-Zug zusammen:

1—-5-3—-1—-6—-4—-3—-2—-6—5—-4—2-—1

Bemerkung 4.34 : Der vollstandige Graph K5, 11 mit ungerader Eckenzahl ist
eulersch, da d(e) = 2n fiir alle Ecken gilt.

Satz 4.35 : Sei G(F, K) zusammenhéngend.

(G besitzt genau dann einen offenen Euler-Zug, wenn GG genau zwei Ecken ungeraden
Grades hat.

In diesem Fall beginnt der offene Euler-Zug an einer der beiden Ecken ungeraden
Grades und endet an der anderen.

Beweis :

”=": (G habe einen offenen Euler-Zug mit den Ecken eq, ez, ..., e,. Durch Hinzufiigen
der Kante £* zwischen e, und e; entsteht aus G ein Eulerscher Graph G*, so daf} in
G* gilt: d(e;) gerade fiir 1 < i < n. Somit gilt in G: d(e1),d(e,) ungerade, d(e;)
gerade flir 2 <7 <mn—1.

"<”: Sei G zusammenhingend mit den Ecken ey, es,...,¢e,, wobei d(ey), d(e,) un-
gerade, d(e;) gerade fiir 2 < ¢ < n—1. Durch Hinzufiigen von £* = (e, 1) entsteht G*,
dessen Ecken alle gerade sind, also G* Eulersch. Also enthélt G* einen (geschlossenen)
Euler-Zug, z.B. ki, ke, ... ks, k" ks12,..., kn, wobei ki, k,, inzident sind. Dann ist
inG  ksyo,...,km,k1,...ks ein offener Euler-Zug.
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Bemerkung 4.36 : Konigsberger Briickenproblem

Da alle Ecken ungeraden Grad haben, existiert kein offener Euler-Zug.
Also ist auch kein Spaziergang moglich, der iiber alle Briicken fiihrt, wobei Anfangs-

und Endpunkt verschieden sind.

Beispiel 4.37 : Das Nikolaushaus

1

Das Nikolaushaus ist nicht Eulersch,
aber es existiert ein offener Euler-Zug,
zB.1-2—-3—-4—5—2

—4—1—95

34

Dieser Graph ist Eulersch,
z.B. Euler-Zug:
1—-2—-3—-4—-5—-2—-4

—1—=5—1



4.1.4 Baume

Definition 4.38 : Sei G(E, K) ein Graph.
(1) G heifit Baum, wenn G zusammenhéingend ist und keinen Kreis enthélt.
(2) G heiit Wald, wenn die Komponenten von G Baume sind.

(3) G heiit bindrer Baum, wenn G genau eine Ecke mit Grad 2 hat ( Wurzel) und
jede andere Ecke Grad 1 oder 3 hat. Ecken mit Grad 1 heiflen Bldtter. Die Lange
eines langsten Weges von der Wurzel an heifit Hohe des Baumes.

binarer Baum, Hohe h = 3

Bemerkung 4.39 : In einem Baum ist jede Kante eine Briicke (sonst gébe es einen
Kreis).

Satz 4.40 : Ist G ein Baum mit |E| =n, so gilt |K|=n—1

Beweis :  Induktion iiber |E|

|E|=1=|K|=0, |E|=2=|K|=1

Sei G(F,K) ein Baum mit |E| = n+ 1, k € K. k ist Briicke, so da} der Graph
G*, der aus G durch Entfernung von k entsteht, aus 2 Komponenten G1, G5 besteht,

die selber Baume sind. Gilt |E1| = r , |Es| = s, so folgt r + s = n 4+ 1 und nach
Induktionsannahme |Ki|=r—1, |[K3|]=s—1,also r+s—2=mn—1, also |K| =n.

Bemerkung 4.41 : Ein Gerist ist ein Baum, der alle Ecken von G enthalt.
Ein Baum ist sein eigenes Geriist.

Satz 4.42 : Ein zusammenhéngender Graph G(F, K) ist genau dann ein Baum, wenn
je 2 Ecken durch genau einen Weg verbunden sind.
Beweis :

=" Annahme: zwei Ecken seien durch 2 Wege verbunden = es gibt einen Kreis =
Widerspruch.

7«<"  Seien in G je 2 Ecken durch genau einen Weg verbunden.
Annahme: es gebe einen Kreis C'in G. Dann wiren 2 Ecken auf C' durch 2 verschiedene
Wege verbunden = Widerspruch.
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Satz 4.43 : Sei G(F, K) ein bindrer Baum.
(1) Hat G die Hohe h, so hat G hochstens 2" Blitter.
(2) Hat G Db Blitter, so hat G mindestens die Hohe [log, b] ([ ] GauB-Klammer).

Beweis :
(1) Vollstandige Induktion iiber h
h =0 = G besteht nur aus der Wurzel, also 1 = 2° Blatt

"h—1 — h”: Sei G binarer Baum der Hohe h. "Pfliicken” aller Blétter liefert einen
biniren Baum G* der Hohe h — 1 mit hochstens 2"~1 Blittern (nach Induktionsan-
nahme). Aus jedem Blatt von G* wachsen hochstens 2 Blitter von G. Also hat G
héchstens 2" Blitter.

(2) Aus (1) folgt: b <2 =eh!2 Mit b= e? folgt:  Inb < hln2 = log, b < h.

Beispiel 4.44 : Entscheidungsbaum

Gegeben seien 5 Miinzen {1,2,3,4,5}. Miinze 1 sei echt , aber unter den restlichen
Miinzen sei evt. eine falsche (schwerer oder leichter) Miinze.
Kann dies mit Hilfe einer Balkenwaage durch 2 Wagungen entschieden werden?

(1,2) gegen (3,4)

< - >

3 gegen 4 1 gegen 5 3 gegen 4
< f= >

45 21 3s 5s alle 51 31 2s 41
echt

(s = schwerer, [ = leichter)
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4.1.5 Hamiltonsche Graphen

Definition 4.45 : Sei G(E, K) ein Graph.

(1) Ein geschlossener Kantenzug heiffit Hamilton-Zug, wenn er jede Ecke aus E
genau ein Mal enthalt.

(2) G heift Hamiltonsch, wenn G einen Hamilton-Zug enthélt.
Bemerkung 4.46 : Ein Hamilton-Zug ist ein Kreis.

Beispiel 4.47 :

*—=
hamiltonsch,  hamiltonsch, nicht hamiltonsch, mnicht hamiltonsch,
eulersch nicht eulersch eulersch nicht eulersch

Beispiel 4.48 : Das Problem des Handlungsreisenden (TSP=traveling salesman
problem)

Ein Handlungsreisender startet in einer Stadt zu einer Rundtour durch vorgegebene
Stadte mit schlieBlicher Riickkehr zum Ausgangspunkt. Wie mufl die Tour gewahlt
werden, damit die Gesamtkosten minimal werden?

Dieses Problem kann folgendermafien graphentheoretisch umgesetzt werden:

Gegeben ist der vollstindige Graph K,, (n Stddte) und eine Kostenmatrix

Gesucht ist ein Hamilton-Zug durch K,, mit den Kanten k1, ks, ..., k, und den Kosten

wj 4, bei Durchlaufen der Kante k; so, dafl sz}ji = Min.
i=1
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Beispiel 4.49 :

EO Do

Definition 4.50 : Sei G(E, K) ein Graph.

G heifit k-(ecken)zusammenhingend, wenn G mehr als k Ecken hat (also |E| > k),
und jeder Teilgraph von G, der durch Entfernung von hochstens (k — 1) Ecken aus
G entsteht, zusammenhéngend ist.

Bemerkung 4.51 :

(1) Ist G k- aber nicht (k + 1)-zusammenhéngend, so gibt es Teilgraphen von G,
die durch Entfernung von k Ecken entstehen und nicht mehr zusammenhangend
sind.

(2) Gilt fir G(FE,K): |E| > 2, so sind die Eigenschaften ”zusammenhédngend” und
”1-zusammenhangend” gleich.

Beispiel 4.52 :
a) Sei G(E, K) ein Baum mit |E| > 2, so ist G 1- aber nicht 2-zusammenhéngend.

b) Sei G(E, K) ein Kreis der Lange [ > 3, dann ist G 2- aber nicht 3-zusammen-
hangend.

c) Sei G(E,K) = K,,. Dann gilt: K, ist (n — 1)- aber nicht n-zusammenhéngend.

Bemerkung 4.53 : Besitzt G(F, K) einen Hamilton-Zug, so ist G 2-zusammen-
héngend, da ein Hamilton-Zug geschlossen ist und jede Ecke genau ein Mal trifft.
Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 4.54 :

2-zusammenhangend,
aber nicht hamiltonsch
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Satz 4.55 : (Dirac) Sei G(F, K) ein Graph ohne Schlingen und ohne Mehrfachkanten
(also schlicht) mit |F| > 2.
Gilt d(e) > 3|E| fiir alle e € E, so besitzt G einen Hamilton-Zug.

Beweis : (indirekt, vgl. Tittmann, S.120-121)

Bemerkung 4.56 :

(1) Die Voraussetzung d(e) > 2|E| ist nicht notwendig, sondern nur einfache
Schranke fiir die Kantennzahl, da ein Graph mit geniigend vielen Kanten sicher
Hamiltonsch ist.

(2) Ist G(E, K) ein Graph mit |E| =n , |K|=m und H(E, K) ein Untergraph von
G mit K ¢ K , |K|=n, so ist H genau dann ein Hamilton-Zug von G, wenn H
zusammenhédngend ist und d(e) = 2 fiir alle e € E (bzg. H) gilt.

Dies ist ein Kriterium fiir "kleine” Graphen.

(3) Es gibt bisher kein einfaches Kriterium fiir die Existenz eines Hamilton-Zuges, und
damit auch kein Standard-Losungsverfahren fiir die Konstruktion eines Hamilton-
Zuges.

Es gibt auch kein Standard-Losungsverfahren fiir das Problem des Handlungs-
reisenden (TSP), es existieren nur individuelle Ansétze (vgl. Aigner, S.140-143),
die aber nicht unbedingt das Minimum ergeben.
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4.1.6 Planare und plattbare Graphen

Definition 4.57 :

(1) Ein Graph G(FE, K) heifit planar, wenn sich zwei seiner Kanten hochstens in
einer Ecke schneiden.

(1) Ein Graph G(FE, K) heifit plattbar, wenn er iiberschneidungsfrei in die Ebene
gezeichnet werden kann.

Bemerkung 4.58 : Ein planarer Graph zerlegt die Ebene in g Gebiete, z.B.:
a) G=Baum=g¢g=1, b) G=Kreis=g=2.

Beispiel 4.59 :

nicht planar, planar, 5 Gebiete
aber plattbar

Satz 4.60 : (Eulersche Polyederformel)

Sei G(E, K) ein zusammenhéngender planarer Graph mit |E| =n , |K| = m, der die
Ebene in g Gebiete zerlegt.

Dann gilt n —m + g = 2.
Beweis : Vollstandige Induktion iiber g (Anzahl der Gebiete)
g = 1 = G hat keine Kreise = G = Baum = n = m+1 = n—m-+g = m+1-m+1 = 2.

"g—g+1" mit g > 1:

Sei G zusammenhéngend und G zerlege die Ebene in (g+ 1) Gebiete. Dann ist G kein
Baum, da g+1 > 1, also enthélt GG einen Kreis. Entfernung einer Kante £* aus diesem
Kreis liefert den Graphen G* mit (m — 1) Kanten und n Ecken. G* zerlegt die Ebene
in g Gebiete, also nach Induktionsannahme 2=n—(m—1)+g=n—m+ (g +1).

Beispiel 4.61 : vgl. Beispiel 4.59:
|E|l=n=5, |K|=m=8,9g=5=n—-m+g=5—-8+5=2.
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Satz 4.62 : Sei G(FE, K) ein zusammenhéngender planarer Graph, bei dem je zwei
Ecken durch hochstens eine Kante verbunden sind. Dann gilt:

(1) Hat G mindestens 3 Ecken, so ist |K| < 3|E| — 6.
(2) Es gibt mindestens eine Ecke mit Grad d(e) < 5.

Beweis :
(1) Ist L ein Gebiet mit der Grenzkantenzahl (L), so gilt wegen [(L) > 3:

Z I(L) > 3g, andererseits gilt: Z I(L) < 2|K|, da jedes Grenzkan-

L Gebiet L Gebiet
tenstiick eines Gebietes in G hochstens 2-mal gezéhlt wird, also 3g < 2|K|. Aus

Satz 4.60 folgt 2 = |E| —|K|+g < |E| - |K|+ §|K| = |K| < 3|E| 6.
(2) Fiir |[E] =1 oder |E| =2 ist diese Aussage offenbar richtig.

Fiir |E| > 3 gilt mit § = miél d(e)
e€

S|E| <) d(e) <2|K| <6|E| - 12 <6|E| =6 <5.
ecE

Bemerkung 4.63 : In einem zusammenhéngenden planaren Graphen, bei dem je zwei
Ecken durch hochstens eine Kante verbunden sind, wéchst die Kantenzahl hochstens
linear mit der Eckenzahl (im Gegensatz zu beliebigen Graphen, bei denen dieses Wach-
stum quadratisch sein kann).

Beispiel 4.64 : Der vollstandige Graph K35 ist nicht plattbar.

denn: Kj hat 5 Ecken und (g) = 10 Kanten und damit gilt 10 £ 3 -5 — 6.
Beispiel 4.65 : Der vollstandige bipartite Graph K3 3 ist nicht plattbar.

Gas Wasser Strom

Haus 1 Haus 2 Haus 3

denn: Ks 3 hat 6 Ecken und 9 Kanten. Wenn K3 3 plattbar ware, so miifite nach Satz
4.60 gelten: g = 2—n+m = 5 Gebiete. Da K3 3 bipartit ist, enthalt K3 3 keine Kreise
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ungerader Lange. Deshalb mufl jedes Gebiet von mindestens 4 Kanten berandet sein.
Da jede Kante gleichzeitig Randstiick zweier Gebiete ist, folgt |K| = m > 10. Das
ist aber ein Widerspruch zu m = 9.

Bemerkung 4.66 : Es ist also nicht moglich, 3 Hauser kreuzungsfrei mit Gas, Wasser
und Strom zu versorgen.

Satz 4.67 : (Kuratowski)
Enthilt G(E,K) K5 oder K33 als Untergraphen, so ist G nicht plattbar.

Beweis : (vgl. z.B. Tittmann)

Beispiel 4.68 :

c b
| a
| S )

2] f d
|
| S

Durch obige Schaltung sei ein elektrischer Schaltkreis gegeben, wobei die Rechtecke
gewisse Schaltungselemente bedeuten.
Der zugeordnete Graph ist nicht planar und auch nicht plattbar.
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4.1.7 Eckenfarbung

Vierfarbenproblem: Konnen die Lander jeder beliebigen Landkarte so mit vier
Farben gefarbt werden, dafl je zwei benachbarte Lander verschiedenfarbig sind?

I"Jbersetzung in die Graphentheorie

Jedem Land wird eine Ecke zugeordnet. Zwei Ecken werden genau dann durch eine
Kante verbunden, wenn die entsprechenden Lénder eine gemeinsame Grenze haben.
Dieser Graph kann planar gezeichnet werden.

Farben:  1=schwarz, 2=schrdg gestreift, 3=weif$, j=waagerecht gestreift

Definition 4.69 : Sei G(E, K) ein Graph.

(1) Eine Eckenfarbung von G ist eine Zuordnung der Farben (bezeichnet mit den
Zahlen 1,2,...,n) zu den Ecken, so daf§ adjazente Ecken unterschiedlich gefarbt
sind.

(2) Die Chromatische Zahl x(G) ist die kleinste natiirliche Zahl n, so da} G mit
n Farben gefarbt werden kann.
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Beispiel 4.70 : Sei G(E, K) ein Kreis. Dann gilt:
a) Lénge von G gerade = x(G) = 2
b) Lénge von G ungerade = x(G) = 3.

Beispiel 4.71 : Fiir den vollstdndigen Graphen K, mit n Ecken gilt: x(K,) = n.

Konstruktion einer Eckenfirbung (Greedy-Algorithmus)

Sei G(E,K) ein Graph mit A(G) = max d(e) und seien die Ecken nummeriert
€1,€2,...,€En.

ey erhalt Farbe 1, e; erhalt Farbe 2,

e; erhalt die kleinstmogliche Farbe,

falls d(e;) = A(G) und alle A(G) Nachbarecken bereits mit verschiedenen Farben

gefarbt sind, muB fiir e; die Farbe (A(G) + 1) gew#hlt werden, sonst ist eine der
Farben € {1,2,..., A(G)} moglich.

Aus diesem Konstruktionsverfahren folgt:
Satz 4.72 : Ist G(E, K) ein Graph, so gilt x(G) < A(G) + 1.

Bemerkung 4.73 :

(1) Fiir den vollstdndigen Graphen K, gilt:

X(Kp) =n, AK,) =n—1,also x(G)=A(G)+1 (Gleichheit).
(2) Fiir Kreise ungerader Lange gilt:

X(G) =3, A(G) =2, also x(G) =A(G)+1 (Gleichheit).
(3) (Brooks, 1941) Fiir alle anderen Graphen gilt:

X(G) < A(G) +1 (Ungleichheit).

Satz 4.74 : (Vierfarbensatz) Die Chromatische Zahl eines planaren Graphen ist
hochstens vier.

Beweis : (Apel/Haken, 1976)

Beispiel 4.75 : Frequenzplanung in einem Funknetz
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Jede Sendestation eines Funknetzes versorgt ein Gebiet. Benachbarte Sender miissen
verschiedene Frequenzen benutzen.

Zugeordneter Graph: Die Ecken sind die Sender A, B,C, D, E, F,G. Zwei Ecken wer-
den genau dann durch eine Kante verbunden, wenn sich die Sendebereiche iiberlappen.

A B c D

E F G

Dieser Graph ist planar und enthalt offenbar K3 als Untergraph. Somit sind fiir eine
Eckenfarbung mindestens 3 Farben notwendig, aber in diesem Fall auch ausreichend,
also x(G) = 3.

1 2 3 1

3 1 2

Fiir das Funknetz reichen daher drei verschiedene Frequenzen.

Der obige Graph ist ein Beispiel fiir einen triangulierten polygonalen Graphen.
Fiir einen solchen Graphen gilt immer x(G) =3

1 1
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4.1.8 Kantenfarbung, Faktorisierung

Definition 4.76 : Sei G(E, K) ein Graph.
(1) Eine Kantenfarbung von G ist eine Zuordnung der Farben (bezeichnet mit den

Zahlen 1,2, ..., n) zu den Kanten, so daf} inzidente Kanten unterschiedlich gefarbt
sind.

(2) Der Chromatische Index x'(G) ist die kleinste natiirliche Zahl n, die fiir eine
Kantenfarbung notwendig ist.

Beispiel 4.77 : Sei G(E, K) ein Kreis. Dann gilt:

a) Lénge von G gerade = x'(G) = 2
b) Lénge von G ungerade = x'(G) = 3.

Bemerkung 4.78 : Mit A(G) = maxd(F) gilt:

eck
(1) X(G) > A(G), da mit einer Ecke e mit d(e) = A(G) A(G) Kanten inzident
sind.

(2) (Vizing, 1964) x'(G) = A(G) oder x'(G) = A(G) + 1.
Satz 4.79 : (Koénig) Ist G(FE, K) bipartit, so gilt \'(G) = A(G).

Beweis : Vollstandige Induktion iiber |K| = m

m=0= A(G) =0=x"(G)

"m—1— m”: Sei G(E,K) ein bipartiter Graph mit m Kanten. Durch Entfer-
nung von k* € K erhélt man G* mit (m — 1) Kanten, also x'(G*) = A(G*) nach
Induktionsannahme. Gilt nun

a) A(G*) = A(G), so kann der Grad der zu k* inzidenten Ecken e, e2 nicht maximal
sein. Wegen x/'(G*) = A(G*) = A(G) gibt es in G* eine Farbe, die nicht bei den zu
e1, e3 inzidenten Kanten vorkommt und mit der £* farbbar ist, also x'(G) = x'(G*) =
A(G*) = A(G). Gilt nun

b)  A(G*) < A(G), also A(G) = A(G*) + 1, so hat mindestens eine der zu k*
inzidenten Ecken maximalen Grad A(G*), k* mufl daher mit Farbe A(G*)+1 = A(G)
gefarbt werden.

Beispiel 4.80 :
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Bemerkung 4.81 : Satz 4.79 ist nicht umkehrbar, wie das folgende Beispiel zeigt:

3

G(E,K)=K,4

L . (vollstédndiger Graph mit 6 Kanten)
X’(G) =3 = A(K;L),
aber K4 nicht bipartit

3

Definition 4.82 : Sei G(E, K) ein Graph.

(1) Eine Teilmenge K von K, so dafB jedes e € E auf genau einer Kante k € K liegt,
heiflit Faktor von G.

(2) Eine Zerlegung von K in Faktoren heifit Faktorisierung von G.
(3) Haben alle Ecken von G denselben Grad, so heifit G reguléar.

Beispiel 4.83 :

X1

Ky Faktor Faktor Faktor

K3 hat offenbar keinen Faktor

Bemerkung 4.84 :

(1) Faktor = {k € K : k disjunkt, alle Ecken kommen vor}.
(2) G habe Faktor = |E| gerade.

(3) G habe Faktorisierung = G regulér.

denn:
zu (2): Eine Kante ist genau zu 2 Ecken inzident.

zu (3): Jede Ecke liegt auf genau einer Kante eines jeden Faktors, also hat jede Ecke
den Grad, der durch die Anzahl der Faktoren der Faktorisierung gegeben ist.
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Satz 4.85 : Ist der Graph G(E, K) bipartit und reguldr, so besitzt er eine Fak-
torisierung.

Beweis : Sei G reguliar und bipartit. Dann gilt: d(e) = A(G) fiir alle e € E und
nach Satz 4.79 (Koénig) x'(G) = A(G), d.h. G hat eine Kantenfarbung mit A(G)
Farben. Somit kommt an jeder Ecke jede dieser Farben genau ein Mal vor. Sei
F; ={k € K : k habe Farbe i} , 1 <i < A(G). Dann ist F; ein Faktor, da jede
Ecke zu genau einer Kante gehort. {F1,Fy,..., Fa(e)} ist dann eine Faktorisierung
von (G, da jede Kante in genau einem Faktor F; vorkommt.

Beispiel 4.86 : K3 3 ist bipartit und regulér und hat folgende Faktorisierung

[T XS XK

Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3

Bemerkung 4.87 : Nicht jeder regulare Graph ist faktorisierbar, wie das folgende
Beispiel zeigt

Petersen-Graph

G ist regulir mit A(G) = d(e) = 3 fiir alle e € E. Wire G faktorisierbar, so hétte
er 3 Faktoren und es miifite x'(G) gleich 3 sein, aber es ist x'(G) = 4 (iiberpriifen!).
Damit ist dieser Graph auch nicht bipartit, denn sonst miifite er nach Satz 4.79 (Konig)
faktorisierbar sein.
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4.2 Digraphen (gerichtete Graphen)

4.2.1 Grundbegriffe

Definition 4.88 :

(1)

(8)

—

Ein Digraph (gerichteter Graph) G(E, B) besteht aus einer Eckenmenge F und
einer Bogenmenge B. Ein Bogen b ist eine gerichtete Kante derart, dafl b ein-
deutig das geordnete Eckenpaar (e, f) zugeordnet ist. e heifit Anfangs- , f heifit
Endecke von b.

Die Bogen by, by heiflen parallel, wenn ihre Anfangs- und Endecken gleich sind.
Die Bogen by, by heiflen antiparallel, falls by = (e, f) und by = (f, e).

G (E, B) heifit schlicht, wenn G (E, B) keine Schlingen und keine parallelen Bégen
enthalt.

Eine Bogenfolge b1 = (e1,e2),bs = (€2,€3),...,br = (ex, ex+1) heilit Weg, wenn
keine Ecke mehrfach auftritt.

Ein Weg heifit Kreis, wenn der Weg geschlosen ist, also e; = eg1.

e € E heift von u € E erreichbar, wenn in G(E, B) ein Weg von u nach e
existiert.

Ein (ungerichteter) Graph G(E, K) heift unterliegend zu G(E, B), wenn
G(E, K) aus G(F, B) durch Fortlassung der Orientierung entsteht.

—

G(FE, B) heift

a) zusammenhingend, wenn der unterliegende Graph G(F, K) zusammen-
héngend ist

b) stark zusammenhingend, wenn je zwei seiner Ecken gegenseitig erreichbar
¢) azyklisch, wenn G(E, B) keinen Kreis enthilt.

Eine Orientierung eines ungerichteten Graphen G(F, K) ist ein gerichteter
Graph é(E,B), indem jede Kante durch einen Bogen ersetzt, also mit einer
Richtung versehen wird.

G(E, K) heifit orientierbar, wenn G(F, K) eine stark zusammenhéngende Ori-
entierung besitzt.

Beispiel 4.89 :

es ist von keinem e; erreichbar,

aber e; ist erreichbar von e; , (1 <i <4).
G(E, B) ist zusammenhiingend, aber

nicht stark zusammenhangend.

(e5,€4), (€4,€3), (e3,€2), (e2,€e1) ist ein Weg,
(e1,e3), (e3,€2), (e2,€71) ist ein Kreis.
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Bemerkung 4.90 : Ist G(F, K) ein Graph mit |E| =n , |K| =m, so hat G(E, K)
2" verschiedene Orientierungen. (Beweis mit vollsténdiger Induktion)

Definition 4.91 : Ein (ungerichteter) Graph G(E, K) heifit k-fach kantenzusam-
menhingend, wenn G zusammenhangend ist und jeder Teilgraph, der durch Entfer-
nen von hochstens (k — 1) Kanten aus G(E, K) entsteht, zusammenhéngend ist.

Bemerkung 4.92 :
(1) Ist G 2-fach kantenzusammenhéngend, dann hat G keine Briicke.

(2) Baume sind 1-fach-, Kreise sind 2-fach kantenzusammenhéngend.

Satz 4.93 : Sei G(FE, K) ein ungerichteter Graph. Dann gilt:
G(FE, K) orientierbar < G(FE, K) ist 2-fach kantenzusammenhéngend.

Beweis :

”7=": Annahme: G ist nur 1-fach kantenzusammenhéngend = G besitzt eine Briicke
= ( ist nicht orientierbar, da eine Orientierung der Briicke nur die Erreichbarkeit in
eine Richtung liefert.

7<= Ist G 2-fach kantenzusammenhéngend, so sind zwei Ecken ey, e; € E durch min-
destens 2 kantendisjunkte Wege miteinander verbunden, von denen einer als Hinweg,
der andere als Riickweg orientiert werden kann.

Definition 4.94 : Sei G(E, B) ein Digraph (gerichteter Graph) und sei e € E eine
Ecke von G.

(1) d*(e) := |{(e,v) : v € E}| heifit AuBBen-, oder Aus- oder Ausgangsgrad
von e.

(1) d=(e) := [{(v,e) : v € E}| heifit Innen-, oder In- oder Eingangsgrad von e.
(3) Ist d*(e) = 0, so heifit e Senke; ist d~(e) = 0, so heifit e Quelle.

Beispiel 4.95 :

2
d*(e1) =1, d (e1)=1
eq d+(62) =1, d_(eg) =1
- e dt(e3) =2, d (e3) =2
d(eq) =1, d”(eq) =2
dt(es) =1, d (e5) =0 (Quelle)
%4 %5
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Bemerkung 4.96 :

(1) dt(e) ist also die Anzahl der in e beginnenden Bogen, d~ (e) die Anzahl der in e
endenden Bogen.

(2) Y df(e)=) d(e)=1Bl,

eckE ecE
da jeder Bogen genau je eine Anfangs- und eine Endecke hat.

Satz 4.97 : Sei G(E, B) ein Digraph ohne Kreis. Dann besitzt G eine Quelle und
eine Senke.

Beweis : Sei e € E. Falls

a) dt(e) =0 = e ist Senke,

b) dt(e) > 0 = es gibt by = (e,e1) € B. Dann ist entweder e; eine Senke, oder
es gibt by = (e1,e2) € B, usw. Fortsetzung liefert entweder eine Senke oder eine in

e endende Bogenfolge. Da G keinen Kreis enthalt, kann letzter Fall nicht eintreten.
Also existiert eine Senke. (fiir Quelle analog)

4.2.2 Zyklus, Masche

Definition 4.98 : Sei G(E, B) ein Digraph.

(1) Eine Folge von Bogen {by,bs,...,bx} , b; € B, die im unterliegenden Graphen G
einen geschlossenen Kantenzug bildet, heifit Zyklus.

(2) Ein Zyklus heifit Elementarzyklus oder Masche, wenn der Kantenzug in G ein
Kreis ist.

Bemerkung 4.99 :
(1) Ein Zyklus ist als disjunkte Vereinigung von Maschen darstellbar.

(2) Ein Kreis in G ist eine Masche, in der alle Ecken den Ingrad 1 haben.

Sei G(E, B) ein Digraph mit |E| = n,|B| = m, B = {by,bs,...,by}. Jedem Zyklus
von G sei eine Durchlaufrichtung zugeordnet, z.B. entgegen dem Uhrzeigersinn (also
mathematisch positiv). Dann 148t sich jedem Zyklus C' von G ein Vektor Z(C') € IR™

folgendermaflen zuordnen:
T

f(C) = (331,:62, ey xm) mit
1 falls b; € C' und Orientierung von b; = Orientierung von C'

T, = { —1 falls b; € C' und Orientierung von b; = —(Orientierung von C')
0 falls b; € C'

Damit wird jedem Zyklus eineindeutig ein Vektor & € IR™ zugeordnet, also:
C < Z(C)e R™.
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Beispiel 4.100 : G(E, B)

Zyklen:
by
bq b2 e F1 =(-1,-1,1,-1,0,0)7
by
5 —s @ =(0,0,0,0,-1,-1)T
bg

— 70 =(-1,-1,1,-1,-1,-1)T

Die ersten beiden Zyklen sind Maschen, der dritte Zyklus ist die Summe der ersten
beiden.

Definition 4.101 : Sei G(E, B) ein Digraph mit |B| = m.
(1) k Zyklen von G heiBien linear abhingig (bzw. unabhingig) , wenn ihre zuge-

ordneten Vektoren 1), #(2) ... #*) ¢ JR™ linear abhingig (bzw. unabhingig)
sind.

(2) Die Anzahl der linear unabhéngigen Maschen von G heift Zyklomatische Zahl
w(G).
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Beispiel 4.102 : Im Beispiel 4.100 gibt es 2 linear unabhéngige Maschen, also
u(G) = 2.

Satz 4.103 : Sei G(E, B) ein Digraph.

(1) Besteht der unterliegende Graph G aus | > 1 Komponenten (maximal zusam-
menhéngende Untergraphen), so gilt fiir die zyklomatische Zahl

u(G) =|B| = |E| +1.
(2) Ist G(E, B) zusammenhéngend mit |E| > 2, so gilt:

G ist stark zusammenhangend < Durch jeden seiner Bégen verlauft ein Kreis.

Beweis : (siehe Tittmann, S.133-137)

Beispiel 4.104 :

|E|=5,|B|=6,l=1
= u(G)=6-5+1=2

—

G(E, B) ist stark zusammenhéngend
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Beispiel 4.106 :

by
b2 b4
bg
Maschen:
by
by
by by . by b
bg bg
M = (1,1,-1,1,0) #?) =(1,0,0,1, 1) #3) =(0,1,-1,0,1)

Fassen wir die Vektoren als Zeilenvektoren einer Matrix Z zusammen, so erhalten wir

11 -1 1 0
Z=11 0 0 1 -1
01 -1 0 1

Wenden wir hierauf den Gauf3-Algorithmus an, so kénnen wir den Rang von Z berech-
nen:

1 1 -1 1 0 1 1 -1 1 0

=0 -1 1 0 -1|=10 -1 1 0 —1]| =rang(Z)=2
0 1 -1 0 1 0o 0 0 0 O

= u(é) = 2.

Dieses Ergebnis hatten wir natiirlich auch mit Satz 4.103 erhalten:
w(G)=|B|—|E|+l=5—-4+1=2.

Bemerkung 4.107 : In einem elektrischen Netzwerk sind die Maschen elementare
Zyklen des zugehorigen Digraphen. Die zyklomatische Zahl liefert die Anzahl der un-
abhangigen Maschengleichungen, die zur Berechnung der Netzgrofien benotigt werden.
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4.2.3 Turnier

Definition 4.108 : Ein Digraph é(E,B) heifit Turnier, wenn der unterliegende
Graph vollsténdig ist.

Bemerkung 4.109 : Ein Turnier ist eine Orientierung von K,,.

Satz 4.110 : In jedem Turnier gibt es einen (offenen) Hamiltonzug, d.h. einen
gerichteten Weg, der alle Ecken genau 1 mal enthalt.

Beweis : (Konstruktionsbeweis)

Beginne mit dem Bogen (e1,es) € B. Wegen der Vollstédndigkeit des unterliegenden
Graphen gibt es eine Ecke e3 € F so, dal (es,e1) € B oder (e1,e3) € B oder (es, e2) €
B oder (eq,e3) € B.

Falls (e3,e1) € B, wéhle (es, e1), (e1,€2),

falls (eq, e3) € B, wéhle (eq, ez), (€2, €3),

falls (es,e2) € B, wahle (e1,e3), (e3, e2).

Falls (e1,e3) € B, mufl auch mindestens eine der drei vorstehenden Méglichkeiten
bestehen.

eq €3 ey € &y ez
€3 €3 €3

Sei nun ein gerichteter Weg (ey,e2), (€2,€3),...,(e,—1,€,) durch die verschiedenen
Ecken e, es,...,e, € E mit r < n = |E| konstruiert, so kann eine weitere Ecke e,
in diesen Weg eingebunden werden. Es gibt folgende Moglichkeiten:
Falls (e,11,e1) € B, wahle (e,11,€e1), (e1,€2), (e2,€3),...,(€r_1,€),
falls (e, e,41) € B, wéhle (e1,e2), (€2,€3),...,(er—1,€r), (€r,€rp1).
Sei nun (e1,e,41) € B und (e,41,6,) € B. Sei 1 < k < r der grofite Index mit
(€k7 eT‘—I—l) € Bv so wahle (617 €2, )7 R (ek—].) €k), (eka eT’—i—l)a (€T+17 ek‘—l—l)v cry (eT—17 eT‘)-

e Kk fk+1 er e e Lt .

Er+l Er+l
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e K L+l T

Er+l

Mit dieser Konstruktion werden nach endlich vielen Schritten alle Ecken von G er-
reicht.

Bemerkung 4.111 : Fiir beliebige Digraphen ist bisher kein einfaches Kriterium fiir
die Existenz eines Hamiltonweges bekannt.

Satz 4.112 : Ein stark zusammenhéingender Turniergraph é(E, B) ist hamiltonsch,
besitzt also einen geschlossenen Hamiltonzug.

Beweis : Sei ey eine beliebige Ecke. Da G stark zusammenhangend ist, gibt es einen
Bogen b = (e1, ez2) der von ey wegfiihrt (zur Ecke es). Nach Satz 4.110 gibt es einen
gerichteten Weg von ey nach eq, der alle Ecken genau einmal durchlauft. Fiigen
wir an diesen Weg den Bogen b = (e, e2) an, so erhalten wir einen geschlossenen
Hamiltonweg.

Beispiel 4.113 :

El El Ez
e3 €2 €4 e3
(617 62)7 (627 63)7 (637 61) (617 64)7 (647 63)7 (637 62)7 (627 61)

Satz 4.114 : Sei G(E, B) ein Digraph. Dann gilt
G ist eulersch < Fiir alle Ecken gilt: Eingangsgrad = Ausgangsgrad.
Beweis : Da (Eingangsgrad = Ausgangsgrad), ist der Eckengrad immer gerade, also

der unterliegende Graph G eulersch. Da (Eingangsgrad = Ausgangsgrad) kommt man
auch immer in der richtigen Richtung weiter.
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Beispiel 4.115 :

&3

[
3
=l

e
)
€4

€5

(617 66)7 (667 65)7 (657 64)7 (647 6(3), (667 63)7 (63, 62)3 (62’ 61), (61, 63)7 (63, 64)7 (647 61)
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Aufgaben

. a) Bestimmen Sie fiir n € IN:  ggT(2n+3,2n+1).

b) Zeigen Sie, dafl a = 1234 und b = 567 teilerfremd sind, und bestimmen Sie
r,s € Z so, dal 1234r + 567s = 1.

. Stellen Sie eine vollsténdige Multiplikationstabelle von Z,, fir a) m =7,
b) m = 12 auf. Bestimmen Sie alle invertierbaren Elemente mit den zugehdrigen
Inversen und bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung |22 + 22 + 1] = [0].

. Vereinfachen Sie die folgenden Booleschen Ausdriicke
a) aA ((—a)Vb)

b) (aVb)A (aV —b)

c) ((avb)A(—-aVb))Va.

Geben Sie auch die zugehorigen Wertetabellen an.

. Bestimmen Sie die Booleschen Funktionen der folgenden Schaltungen (mit Angabe
der Wertetabellen)
a) b) c)

/\\ *‘<A\ a /\D\
° v/ v/ b v/

. Bilden Sie mit Hilfe der Wertetabellen der Schaltungen aus Aufgabe 4) jeweils die
disjunktive Normalform. Vereinfachen Sie jeweils die disjunktive Normalform mit
Hilfe des KV-Schemas und zeigen Sie, dafl die so gefundene Form der Booleschen
Funktion der Schaltung entspricht.

. Vereinfachen Sie den logischen Ausdruck a V (—a A =b A ¢) und zeichnen Sie die
zugehorige Schaltung. Geben Sie auch die Wertetabelle an.

. Zeichnen Sie die Schaltung der Treppenhausbeleuchtung eines vierstockigen Hauses,
die iiber genau einen Schalter in jedem Stockwerk schaltbar sein soll. Benutzen
Sie Kreuzschalter (vgl. Skript S.18, Beispiel 3.15). Bestimmen Sie zunéchst die
Wertetabelle der zugehorigen Booleschen Funktion, daraus ihre disjunktive Normal-
form, und vereinfachen Sie diese mittels eines KV-Schemas. In der Anfangslage (Stel-
lung 0) der Schalter sei das Licht aus.



8.

10.

11.

Gegeben seien die folgenden Graphen
a) b)

1
1 82 ‘
3 ‘

SNV
=" —m— "‘

94 95
97 EB
@ @

EB E? Eg E]_ ()]

Bestimmen Sie jeweils die Eckengrade sowie die Adjazenzmatrix und untersuchen Sie,
ob die Graphen zusammenhéngend oder vollstindig oder bipartit sind und ob sie
Kreise oder Briicken enthalten (mit Angabe).

. Untersuchen Sie den folgenden Graphen G

Ist G zusammenhiangend oder vollstindig oder bipartit? Ist G Eulersch? Falls
ja, geben Sie einen Euler-Zug an. Bestimmen Sie ein Geriist sowie die Adjazenz-,
Inzidenz- und Gradmatrix. Wieviele Kantenziige der Lange 2 von e, nach e4 gibt es?

Zeigen Sie: Ist G(F, K) ein schlichter Graph mit |E| > 2, so hat G mindestens zwei
Ecken e;,e;, e; # e;, mit d(e;) = d(e;).

Zeichnen Sie alle Geriiste von K, fir n = 2, 3,4. Wieviele Geriiste besitzt K,,, n € IN?
Bestimmen Sie die Anzahl der Kanten von K,,.



12.

13.

14.

15.

16.

Untersuchen Sie die folgenden Graphen
01 00 0 11

1010011
0101011
a) AG=]0010 111
0001011
1111101
1111110

b) Graph aus Aufgabe 8a), c¢) Graph aus Aufgabe 9).

Sind diese Graphen Eulersch oder Hamiltonsch? Konstruieren Sie - falls moglich -
einen Euler-Zug (oder evt. einen offenen Euler-Zug) und - falls moglich - einen
Hamilton-Zug.

Konstruieren Sie einen zusammenhéngenden Graphen G(FE, K) mit |E| = 6 und
6 < |K| <7, der den folgenden Graphen G* als Untergraphen enthalt

und a) Eulersch und Hamiltonsch, b) Eulersch und nicht Hamiltonsch,
c) mnicht Eulersch und Hamiltonsch, d) nicht Eulersch und nicht Hamiltonsch ist.

Untersuchen Sie, ob die folgenden Graphen Eulersch oder Hamiltonsch sind.
Geben sie - falls mogilch - einen Euler-Zug bzw. einen Hamilton-Zug an

a) b)

o

c)  Graph aus Aufgabe 8b).

Bestimmen Sie alle nichtisomorphen schlichten Graphen G(FE, K), fiir die gilt
a) G ist ein Baum mit sechs Ecken
b) G hat fiinf Ecken und sechs Kanten.

Von neun auflerlich gleichen Zylindern 71, Zs,...,Zg haben acht das aufgedruckte
gleiche Gewicht, einer - Z* - ist leichter. Mit Hilfe einer Balkenwaage ist Z* durch
moglichst wenige Wagungen zu bestimmen. Untersuchen Sie dazu durch Konstruk-
tion eines Entscheidungsbaumes, wieviele Wagungen ungiinstigstenfalls notig sind,
wenn mit a) (21,29, 23, Z4) gegen (Zs,Zg, Z7,%s), b)) (Z1,Z2,73) gegen
(Zy4,Z5,Zs) begonnen wird.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

Untersuchen Sie, ob die folgenden Graphen planar oder plittbar sind (mit Begriin-
dungen)

a) Graph aus Aufgabe 12a)

b) Graph aus Aufgabe 8b).

Sei n die Anzahl der Ecken, m die Anzahl der Kanten und g die Anzahl der Gebiete
eines planaren zusammenhéngenden Graphen G(FE, K) mit

a) n=10, m=9 b) n=g=5 c) m=9, g=>=.

Bestimmen Sie den fehlenden Parameter und zeichnen Sie einen solchen Graphen.

Berechnen Sie die Chromatische Zahl x(G) und den Chromatischen Index x/'(G) sowie
A(G) = max d(e) fur

0O 1 1 1 1 1
1 01 0 01
1101 0 O
) AGD=11 91 01 0
10 01 01
110 0 1 O
b) G bipartit, c¢) G ist Baum mit |E|>2, d) G ist bindrer Baum |E| > 2.

Bestimmen Sie - falls existent - Faktoren fiir die folgenden Graphen, und untersuchen
Sie diese Graphen auf die Existenz einer Faktorisierung

a) b)

O &

Bestimmen Sie fiir den vollstdndigen Graphen Ky die Chromatische Zahl x(G) und
den Chromatischen Index x/(G) sowie A(G) = max d(e). Geben Sie - falls moglich -
ec

eine Faktorisierung und mit Hilfe der Faktorisierung eine Kantenfarbung von Ky an.

Bestimmen Sie fiir den Graphen aus Aufgabe 8b) die Chromatische Zahl x(G) und
den Chromatischen Index y/(G) sowie A(G) = max d(e). Geben Sie - falls moglich -

mindestens einen Faktor an. Ist dieser Graph regular oder bipartit oder faktorisierbar?



23. Sei G(E, B) gegeben durch

24.

=l

e
2 93

€4 er

g

Welche Ecken sind von es erreichbar? Gibt es einen Weg von e; nach e; bzw. von
e1 nach eg? Ist G zusammenhangend bzw. stark zusammenhangend? Bestimmen
Sie Aus- und In-Grad aller Ecken. Besitzt G Quellen oder Senken? Geben Sie - falls
moglich - einen Kreis an, der moglichst viele Ecken enthalt.

Sei G(F, K) der Graph

|

94 92

35 33

a) Versehen Sie G(F, K) - falls moglich - so mit einer Orientierung, daf§ der entste-

hende Digraph G(E, B) a) stark zusammenhéngend ist B) eine Quelle
und eine Senke besitzt.

b) Zeigen Sie konstruktiv , da aus G(E, B) nach a)a) durch Hinzunahme von zwei
Bogen ein Turnier entsteht. Bestimmen Sie einen Hamilton-Zug.

c¢) Konstruieren Sie ein Beispiel fiir einen Digraphen, der einen Kreis sowie eine
Quelle und eine Senke besitzt. Bestimmen Sie alle Maschen und die Zyklomatische
Zahl u(G).



25.

26.

27.

28.

29.

Sei é(E, B) der folgende Digraph

|

94 92

er, €q

a) Besitzt der Digraph eine Senke oder eine Quelle oder einen Kreis?

—

)
) Bestimmen Sie die Zyklomatische Zahl u(G).

) Zeichnen Sie alle moglichen Maschen Z; und geben Sie jeweils den Vektor #(Z;)
an. Zeigen Sie, daf} die Matrix, die die Vektoren #(Z;) als Zeilen besitzt, den Rang

—

w(G) hat.

o

o

Bestimmen Sie die Anzahl der Moglichkeiten fiir

a) Autokennzeichen: vorne ein Buchstabe, dahinter eine dreistellige Zahl ohne
fithrende Null

b) Wérter mit 6 Buchstaben (26 Buchstaben)
c¢) Worter mit 6 unterschiedlichen Buchstaben
d) Aus 100 Personen 5 auswihlen

Aus einer Schachtel mit 50 Schrauben 3 Mal eine Schraube herausnehmen und
wieder zurticklegen.

@)
~

Ein Stromkreis enthélt drei voneinander unabhéngige Schaltelemente A, B, C
a) parallel b) in Reihe. Bestimmen Sie aus den Ausfallwahrscheinlichkeiten
pa,pB,pc dieser Komponenten die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ Strom flief3t.

Ein nichthomogener Wiirfel liefert im Mittel eine gerade Augenzahl halb so oft wie
eine ungerade, wobei die geraden Zahlen mit derselben Wahrscheinlichkeit erscheinen,
ebenso die ungeraden. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl a) eine gerade
b) eine Prim- c¢) eine ungerade d) eine ungerade Primzahl auftritt?

Geben Sie den Erwartungswert und die Varianz fiir die Zufallsvariable (X =Augenzahl)
an.

Bei einem Wiirfelspiel mit 2 Wiirfeln soll die Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmt wer-
den, dafl unter der Bedingung ” Augenzahl unterschiedlich” a) mindestens eine 6
b) auf beiden Wiirfeln eine 5 ¢) auf dem ersten Wiirfel eine 5 d) Augen-
summe =6 auftritt.



30.

31.

32.

33.

Aus 30 Schrauben, von denen 6 defekt sind, werden 3 ausgewéhlt. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl

a) keine b) alle «¢) mindestens eine d) hochstens eine defekt ist?
Geben Sie die Verteilung fiir dieses Experiment an.

Bei einem Wiirfelspiel mit 2 Wiirfeln bedeutet Pasch6 = (6,6) den Sieg.

a) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ bei 12 Wiirfen
«) genau ein Mal ) mindestens ein Mal ) hochstens 2 Mal Pasch6
kommt?

b) Wie oft mufl mindestens gewiirfelt werden, damit mit p > 0.5 mindestens ein Mal
Pasch6 kommt?

Geben Sie die Verteilung fiir dieses Experiment an.

Bei einem Wiirfelspiel mit einem Wiirfel wird genau ein Mal gewiirfelt, wenn keine 6
vorkommt, und genau 2 Mal, wenn der erste Wurf 6 bringt. Gewinn ist die Gesamtau-
genzahl in Euro. Wie grof§ ist der zu erwartende Gewinn  a) bei einem homogenen
Wiirfel b) bei einem Wiirfel mit p(1) = 2,p(6) = §,p(i) =+, 2<i <57

a) Bei einem Fuballturnier weifl man aus Erfahrung, dafl die Wahrscheinlichkeit,
beim Elfmeterschieflen ein Tor zu erziehlen, gleich 0.8 ist.

Beim Entscheidungselfmeterschiefen werden 10 Schiisse abgegeben. Wie grof§ ist die
Wabhrscheinlichkeit — «) genau 6 Tore  [3) hochstens 6 Tore <) mindestens
8 Tore zu erzielen?

AuBlerdem ist die zu erwartende mittlere Anzahl von Toren anzugeben.

b) Bei der Herstellung von Samenkornern weiff man aus Erfahrung, dafi in jedem
Packchen ”Samenkorner” im Schnitt 10 Korner nicht keimen.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl bei einem zufillig ausgewahlten Pack-
chen «) mindestens 6 nicht keimen () hochstens 12 nicht keimen.
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kantenzusammenhangend, k-fach 50

Karnaugh und Veitch,
Verfahren von 13
Kirchhoff, Satz von =~ 28
kommutative Gruppe 1
kommutativer Ring 3
Kommutativgesetz 1
Komponente 22
kongruent (modulo m) 5
Konjunktion 9
Konjunktive Normalform — 12
Kostenmatrix 37
Kreis 22 49
Kreuzschaltung 19
Kuratowski, Satz von 42
KV-Schema 13 14

Lénge eines Weges 22

linear abhangige Maschen — 52
linear unabhangige Maschen 52
Logische Schaltungen 16

Masche 51
Modulare Arithmetik 5
modulo m 5

N—stellige Boolesche Funktion
NAND-Gatter 16
NAND-Verkniipfung 11
Negation 9

Nikolaushaus 34
NOR-Gatter 16
NOR-Verkniipfung 11
Normalform 12
NOT-Gatter 16
nullteilerfrei 6

Offener Euler-Zug 30
offener Hamilton-Zug 55
OR-Gatter 16
orientierbar 49
Orientierung 49

Parallel 49
Permutationsgruppe 2
Petersen-Graph 48

plattbarer Graph 40

planarer Graph 40

Problem des Handlungsreisenden

Quelle 50

Regul'alrer Graph 47
Reprasentant 5
Restklasse 5
Restklassenring 6
Ring mit Eins 3
Ring 3
Schlichter Graph 22 49
Schlinge 21

Senke 50

stark zusammenhangend 49

11
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Transposition 2
triangulierter polygonaler
Graph 45
TSP (traveling salesman
problem) 37
Turnier 55

Ungerichteter Graph 21
Untergraph 22
Untergruppe 1
unterliegender Graph 49

V erfahren von Karnaugh
und Veitch 13
Vierfarbenproblem 43
Vierfarbensatz 44
Vizing, Satz von 46
Volldisjunktion 12
Vollkonjunktion 12
vollstandig bipartit 24
vollstandiger Graph 24

W ahrheitstabelle 9

Wald 35
Wechselschaltung 18
Weg 22 49
Wertetabelle 10 11
Wurzel 35

Zusammenhéingend 22 49
zusammenhangend, k-fach 38
Zyklomatische Zahl 52
Zyklus 51
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